Stochastik Formeln

von Gerald Meier

1 Grundbegriffe und Operationen

unmdogliches Ereignig]
sicheres Ereignis Q

A impliziert B AOB
Gleichheit A=B

nicht A A

AundB AnB
AoderB AOB
AohneB A\B=AnB

disjunkt AnB=0

de Morgan AnB=AOB
Elementarereignis w0 Q
Potenzmenge vo  P(Q)

A0 P(Q) o-Algebra, falls Q 0 A
AOAundAOA
[oe]
A.OA - UA.OA
[ s ]
Ereignisraum ER endlich, fal|® = n<|N|
abzahlbar, fall$Q) = |N|
diskret, falls|Q < |N|
kontinuierlich, falls|Q = |R)|

2 Wahrscheinlichkeit

2.1 axiomatische Definition
O<p(A)<s1 DADOA
p(Q) =1

_ _ L L
A;OA furiON undA nA, =0 fiiri #k, dann gntp@JAH:
=0

p(Ai)

o
1=0

2.2 Wahrscheinlichkeitsraum WR
p(0)=0

p(A)=1-p(a)

p(AOB) = p(A)+p(B) - p(A n B)

A OB - p(A)<p(B)

[
A;OAfUriON A, DA, O~ pdJA [=li
[

A DA furioN A, DA, O~ pf)A,

(@ A,p) WRA,,....A OA
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- DMAi[B: ip(Ai)_',ilp(Ai nAk)+i,zlp(Ai nA, ﬂAS)_"'+(_1)n+lpéiin[H

i<k i<k<s

2.3 diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume WR

Gleichverteilung/ LAPLACE-Verteilung

_ _1 _ Al
lo/=N ple) = N CwoQ p(A) = N

Geometrische Verteilung

p(k) = (1-p)“ b

2.4 kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsrdume WR
Gleichverteilung

B-a
pllopl) =1

asa<pB<b0OR

3 Bedingte Wahrscheilichkeit

3.1 Definition

p( A|B) _ p(,:\( ;)B)

3.2 Anwendungen

3.2.1 Multiplikationssatz
p(A n B) = p(B) (p(A[B) p(A)>0 p(B)>0

p(A,n...0A,) = pla,) A A, ) m(AlJA n AL ) mB(A A 0 AN 0A L)

3.2.2 MARKOV-Kette
ACA mit p(Ak|Aln...mAk_1) = p(Ak|Ak_1) - MARKoOV-Kette
= plAasn.nA,) =p(A,) p(a A, ) m(AlA,)o p(A A,

3.2.3 Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit
A,...A, Zerlegung von Q

o(B) = Zp(Ak)m(BlAk)

3.2.4 Pfadregeln

1. Die Wahrscheinlichkeit fir das Eintreten eines Pfades ist gleich dem Produkt der Wahrscheinlichkeiten der
Aste des Pfades

2. Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten derjenigen Pfade,
die das Ereignis bilden.

3.2.5 Formel von BAYES

(@ A,p) WRA,,...,A, O A Zerlegung vor2 p(A,)>0, BT A, p(B) >0
A, )p(BlA

p(Ak|B)= p( k)@( | k)

p(B|Ai)E‘b(Ai)

furk=1..n

n
=
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3.2.6 Stochastische Unabhangigkeit

p(A nB) =p(A) (p(B)
A und B unabhangig- p(A) = p(A|B), p(B) = p(BA)

g a
Mol

3.3 BERNoOULLI-Verteilung
p(w) = p* ff1-p)"™

4 Zufallsvariablen

5 Diskrete Zufallsvariablen
Verteilungsfunktion VFF, (x) = ) p,

K:x <x

5.1 Gleichverteilung / LAPLACE-Verteilung

1
X(Q) ={x,,....x,} Py = p(X = xk) = k=1,...,n
Anwendung: Bei Zufallsvariablen ZVa mit endlich vielen Werten, die keinen bevorzugen.

5.2 Geometrische Verteilung
X(@=N,  p,=p(x=k)=pf1-p)

Anwendung: co-stufiges BERNOULLI-Experiment.

5.3 Binominalverteilung

n-k

X(Q) =N, P, = p(X:k)=b(k;n,p)=[Hr:[%1)k Eﬂl— p)

Anwendung: n-stufiges BRNOULLI-Experiment (Ziehen mit Zurlicklegen). Es werden n Teile herausgegriffen.
Die Wahrscheinlikeit ein Ausschuf3teil zu ziehen ist p. Es weren k Ausschul3teile gezogen.

Wahr scheinlichste Anzahl von Erfolgen: fur festes n, gesucht k bei dem p maximal wird
k =K, =[(n+2) P - Nachkommastellen werden abgeschnitten

(n+1)|JJDN - kmax,l:(n+1)|:|b! kmax,2:kmax,1_1

k2 [nL .
Wahrscheinlichkeit dafiir, da Erfolgsanzahl aus Intervall stalp(m;:s X< k2) = H( X [ﬁl— p) “
K=k,

5.4 Poisson-Verteilung
k

AN
X(Q) =N, P =p(X =k) = p(kiA) =17 A>0

Fur n>>1 und p<<1 islb(k; n,p) = p(k; nﬂ))

Anwendung: Die RoissoN-Verteilung wird als Naherung fur die Binominaverteilung verwendet - unter oben
aufgeflhrten Voraussetzungen.
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5.5 Hypergeometrische Verteilung
N,M,n0ON,N-M =0
[ML [N-MC

HkB%n kB
&H

X(Q) =N, p, = p(X =k) = h(k;n,M,N-M)

p, Z0nurfirk<snk<M,n-k<N-M

Anwendung: Stichproben ohne Ruickgabe: Der Posten umfaf3t N Teile - darunter M Ausschuf3teile. n Teile
werden entnommen, darunter k Ausschuf3teile.

Grenzwertsatz: lim h(k;n,M,N-M) = b(k; n, M/N)

M=pN

5.6 MOIVRE-LAPLACE-Asymptotik
STIRLING-Formel: n! On" [&™" G/2m flirn - o

2

[& 2 GAuss/Normalfunktion

MOIVRE-L APLACE-Asymptotik

. K-np .
Mit O<p<1 g=1-p, x:\/— gilt fir n,k —
npq

O 1 _k-n
blk;n,p) = G [P 0™ O @&—ED
A/NPg  CWNPq O
Damit erhélt man gute Naherungen fipg > 9. Damit gilt fir BERNOULLI-Experimente
Ok, - npCl
p(klsXsk)DGDz Po- ok ="Ps
d«4/hpq O O4/Npg D

oder genauer
Tk, -np+050 Tk, ~np-050
olk, <X <k,) DeE2 0% g =mP=05y
O npg 0O O npg O

5.7 BERNoOULLI-Gesetz der grol3en Zahl

n-stufiges BERNOULLI-Experiment mit der Erfolgswahrscheinlichkeit p. k Anzahl des Eintretens eines
bestimmten Ereignisses, h,, = k/n die relative Haufigkeit. Fir jedes> 0 gilt

A

6 Stetige Zufallsvariablen

hn—p|ss) -1 fir no o

Verteilungsfunktion: F, = [f(t)dt Dichte(-funktion): f

plas X <b)=pla<X<bh)=..=F/(b)-F,(a)
Dichte symmetrisch beziiglich-a p(X < a-x) = p(a+x< X) - p(a-x) = p(a+x)
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6.1 Normalverteilung

ZVaX normalverteilt mit Parametern p und o° (1,0 > 0) bzw. N(p,oz)—verteilt:
(x-n)*

Dichte: fx(x)::q)(x;u,oz):: \/Zi - :—EI)B—H ¢(X;H'02) symmetrisch zu X = pt
o
Verteilungsfunktion: F, (x):= tD(X'u 02)'= j'd)(X'p oz)dx = G[X_ M
s R X)) TH,00 ): J TH BTH
Cb—pl La-p
pla<X <b) = GB—B—GB—H p(|X -1 < ka) = 26 (k) -
p(|X -1 <o) = 0,683 p(|X -4 < 20) = 0955 p(|X -1 < 30) = 0997

Anwendung: Die Zufallsvariable ZVa entsteht durch Uberlagerung einer groen Anzahl unabhangiger Effekte,
wobei jeder nur einen kleinen EinfluR auf die ZVa hat (Mel3fehler,...).

6.2 Exponentialverteilung

ZVa exponentialverteilt mit Parameter{a > 0):

oo furx<0
Dichte:f, (x)=0 _ . ..
e furx=0

0o o firx<0
Verteilungsfunktion: F, (x) = O

M-e®™ firx=0
p(X <x+hX=x)=p(X<h) Ox,h>0 < X ist exponentialverteilt
Anwendung: Lebensdauer von Schaltelementen, radioaktiver Zerfal, ...

6.3 Funktionen von ZVa mit Dichten

¥=9X) £, 00 =5F, (0 =5 p(o(x) < %)

' —d x( 1(X))
1) g >0 - f,()=%F(x)= . (g‘l(x))
2g=0 - ux)ﬁmx):%
3)g¥)=x" - f(=5xF ()= fX(&)zt/;X(_&)

- weiteres Seite 35

6.4 ZVavom gemischten Typ
ZVavom gemischten Typ  nicht stetig und diskret
Sprungstellen x, mit Sprunghdhep, = p(x = xk)

Verteilungsfunktion:F, (x) = [f, ()dt+ Y p,

—00 k:xksx
7 Charakteristische Grofien
7.1 Erwartungswert

7.1.1 diskreteZVa
Erwartungswert: EX = Zxk p,
k
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diskrete Gleichverteilung: EX = 1 D b
Binomialverteilung: EX = rr:ﬂak
Hypergeometrische Verteilung: EX =nlp=n BI\NA
PoIssoN-Verteilung: EX=A

7.1.2 stetigeZVa

Erwartungswert: EX = _[x i, (x)dx

. o ) atb
Gleichmafige VerteilungeX = T

Normalverteilung: EX =

sl

1
Exponentialverteilung: EX =—
o}

7.1.3 ZVavom gemischten Typ
X, =kh
Mittelwert: X = ZXK p,

k=—0c0

ErwartungswertEX = _[xdF(x) =limX,

h- oo
—o0

7.1.4 Rechenregeln
E(aX +b)=aEX+Db
E(X-EX)=0 X - X-EX heift zentrieren

diskrete ZvaE(g(X)) = Zg(xi ) i

stetige ZVa:E(g(X)) = Tg(x) d, (x)dx

X - X-EX heif3tZentrierung

7.2 Varianz und Standardabweichung
Varianz: D*X:= E(X - EX)?
Standardabweichungs, := v D*X

7.2.1 diskreteZVa

1 e O
diskrete Gleichverteilung: ~ D*X:=— Z X2~ z X, O

n g Ch K O
Binomialverteilung: D°X:=n p [ﬁl— p)
Hypergeometrische Verteilun®"X:=np Eﬁl— p) Bﬁ p= ﬁ

PoIssoN-Verteilung: D*X =\
7.2.2 stetigeZVa

(b-a)°
12

stetige GIeichverteiIung:DZX::

Normalverteilung: D’X:=¢”
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m O
Exponentiaverteilung:  D°X:=
p ialverteilung EEH

7.2.3 Rechenregeln

D*X:= E(X?) - (EX)?

D?(axX +b):=a’ (D*X DZEX[ 1
b0

E(X -c)® =minima - c=EX

X
X — — heil3tNor mierung

X -

heil3tStandardisierung

Ox

7.2.4 TSCHEBYSCHEFF-Ungleichung
D’X D*X
p(IX - EX|>¢) <
2 2

D?X
p(IX -EX|<c)=1-

2

p(X -EX|2¢)<—

c 2

D
p(X -Ex|<¢c)>1-

C2

Weitere charakteristische GréRenSkript Seite 39 ff

8 Zufallsvektoren

8.1 Definition und Verteilungsfunktion
[x L
0o
n-dimensionaler Zufallsvektor n-ZvVe& =0 [0Q - R"

g o
X0

X<y e X, <y, 0k=1...,n
X < x:={aX(w) < x}
Verteilungsfunktion:F, (x) = p(X < x) furxd R’

Sétze 0< F,(x) <1
Fx istin jeder Variablen x, monoton wachsend
Fx istin jeder Variablen x, rechtsseitig stetig
lim F (x) =0 fur alle k

Xy -

lim F, (x) =1 fur alle k

X, —

Definitionen: K, = lim Fz(x,y,u) Rand- oder Marginalverteilung
YU

I:(x,Y) = LITO FZ(X’y’ U)

F, (xly,u) = p(X < XY = y,U = u) bedingte Verteilungsfunktion von X
ZVa Xy,...,.% unabhangic, (x, ... ,x, ) = F(x, )0, (x, )

8.2 Diskrete n-ZVe
0.B.d.A. n=2
Einzelwahrscheinlichkeit EWp, = p(X =x,Y = yk)
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Verteilungsfunktion VF: F(x,v) (x,y) = z Pix

LKix; <Xy, gy
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EW der Randverteilung: p,:= p(X = xi) = z P,
p=p(Y=y,)= Z P
unabhéngige X und ¥ Px =P, P,

8.3 (Absolut-) Stetige ZVe
0.B.d.A. n=2

Xy

Verteilungsfunktion VF: Fz(x,y) = _”fz(x,y)dydx

Dichte der Randverteilungf, ( If (x.v) (x y)

Dichte der bedingten VF: f (xly)

X un 'Y unabhé&ngig- f(X‘Y)(x,y) =f (), (y)

8.4 Charakteristische Gréf3en
0.B.d.A.n=2

Erwartungswert: EX = _[xDT (x)dx = IIXD xy)dxdy

—00—00
o

}I x Y dxdy

—00—00

bei diskreten ZVa: Eg( Y )— zg(xi,yk)pik

k

Rechenregeln: E(X, +..+X, ) = EX,+.. +EX,
ZVa unabhangidl E(X,Y)=EX[EY

Kovarianz: cov(X,Y) = E(X - EX) (E(Y - EY)
- cov(X,X)=D?X
- cov(X,Y) = E(X,Y)-EX EY
- cov(X,Y) =00 X, Y unabhangig
- D*(X+Y)=D?X+D’Y +2cov(X,Y)
r

n

- Xi,...,%, paarweise unabhandig DZEZXi

=1

L n
0= > DX,

i1

Kovarianzmatrix: B, :cov(Xi ,Xk)
- Skript Seite 47
X,Y
Korrelationskoeffizient: p(X,Y)= M
- |p(X,Y)| <1
R |p(X Y)|—1 ~ Y =aX +b mit sgn(a) = sgn(p)

~ |p(X,Y)|=0 0 X und Y sind unabhangig
- p=0 unkorreliertp>0 positiv korreliertp<0 negativ korreliert
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9 Grenzwerte

9.1 Konvergenz
Definitionen: X '~ X X, konvergiert sicher gegen X falls limX () = X(w)

n-o

X OIF. X X, konvergiert fast sicher gegen X fallspﬁdlimxn(m):x(w)ﬁzl

X, -~ X  X,konvergiert stochastisch gegen X  falls Iimp(|xn —X| <e) =1 0e>0
X, O & X X, konvergiert in Verteilung gegen X falls lim F, (x)=F(x)

Hierarchie X - X O X, Of-X0O X, 0~ X0 X, 08X

9.2 Ubersicht

K olmogor off
n i

0 (Xk—EXk)g

Markov Tscheb s?hef'f
) ! —_— x, unabhangig
X, gentigt schw(e—— D’X, -0 | €| oderunkorrelief
DZYn d 0
K olmogor off Poisson
X, u[r;?)t()héngig X, unabhangig
Z K <00 2-Pkt.-Verteilun
k=0 N 1]
X, genlgt stG T
X, unabhéngig Bern_ou.llll :
identisch X, unabhangig
D?X,, muR nichil 2-Pi|g[.e->]{[?sréillun
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