Mathematik Formeln
3. und 4. Semester

von Gerald Meier

1 Kurven
1.1 Vektoren
1.1.1 Tangentenvektor t

f=%(s) = X(t) W

1.1.2 Kriimmungsvektor t’

t :f. 1 H =k [h K:”f’”: Kriimmung

Parameterdarstellung: X = [DX(t)[D Ks—— Xy-xty
(1o (x2 +y )/z

explizite Darstellung: y = f(x) K:ﬁ

2 2
re+2r'c—rr'

Polardarstellung: r = r(¢) K= ————
(rz " r,z)/z

1.1.3 (Haupt-) Normalenvektor i

0 -1 § 1.
n=g [Mi=—=-0

1.1.4 Binormalenvektor b
={x 1= <ﬁ', B> Torsion

Ul

1.2 Anwendungen

1.2.1 Evolute, Evolvente und Schmiegekreis
Evolute: Lage der Krijmmungsmittelpunkte

p= H: Krimmungsradius

Evolute: M(t) = X(t) +—— ( ) n(t) Evolvente:W(t) = X(t) - (S(t) +0a )f(t)

S
Schmiegekreis: Mittelpunkin = X +E N Radiusp

1.2.2 Bogenlangenparameter

t B B
qt) = |X(t)| >0 dt) = I|5('(T)|dT Bogenléangel =I||7(||dt =I\/X(T)2

B
explizite Darstellung: y=f(x) L =[v1+fdx

+y(1)’+.. dt
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B
Polardarstellung: r = r(¢) L=[vr?+
) d d 1d
Par ameter transformation =— K|=1 —=m—
ds ds x| ot
1.2.3 FRENET’sche Ableitungsformeln
K[h
r=—k [ +1 b
b = ~t[A

—+]

|

2 Reellwertige Funktionen mehrerer Variabler
2.1 partielle Ableitung
2.1.1 Anséatze zum Stetigkeitsbeweis

1
X”:ﬁ Yo =X, == X, = t[cos y, =t&ing

2.1.2 Bezeichnung
kompakt = abgeschlossen und beschrankti{it-BORELL)

D°  Inneres von D offen D°=D
oD RandvonD abgeschlossenoD O D
dann ob=D

2.1.3 partielle Ableitung

oo . 0O g.m
DD 0 0O m
of 0 1
=f, = lim BD<+tD—fD<E—f Yol = fix, +hy,)—flx,,
aXi tI—’OtDD .o D:IE ox (XO yo) “mh{ (XO yo) (XO yo)}
o O o %
ax, O X,
existieren die partiellen Ableitungen von f und sind beschi@nkist stetig
9 (1) =g 1%
ox, gaxi 0X,
0 .\ 00 of
f _
X, ¢( (X)) of ax

2.1.4 Gradient von f
Lafl

. o*o
f'=gradf =0f =0: O

9,11

2.1.5 Satzvon SCHWARZ
f:-D - R DOR" offen fOct
oLof L o Oof O

ox, o, ox, [,
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2.1.6 Lineare Approximation
(%) = £(x,) + rad (%,) ofx - %,) + ol[% - %,)

— Gleichung fiir
Tangentialebene

absoluter Fehler F(x,y,...)

oF oF
= O o+ @‘ inyl...

2.2 Ableitungen

2.2.1 Richtungsableitungin Richtung a

of . 1. . _y\_ Oradf (& 0 _ . -
aé—ltlfgt(f(x+t[a) f(X))_—”é” 55 = all

2.2.2 Wegableitung entlang X(t)
%f (x(t)) = grad f %

2.2.3 vollstandiges Differential
df = gradf [AX

2.3 Mittelwertsatz und TAYLOR-Formel

2.3.1 Mittelwertsatz
f(x+h)=f(x)+(h)f(x+6h)  mito<e<i
Folgerung: gradf =gradg 0 f =g

2.3.2 TAYLOR-Formel
- 1/~ —\k
f(x+h)= Y = X
(x+h) ;k!(hﬂ]]) f(X)+R
imR%
f(x+h,y+k)=f(x,y)+f,(x+6hy+6k)[h+f (x+6h,y+6k)k
+3f, (x+6h,y+6Kk) Th? +f_(x+6h,y +6k) Chik ++f (x+6h,y +6k) [k+...

. mitR, = f(x+6h) mito<e<1

2.4 Extremwertaufgaben

2.4.1 Hesse-Matrix
o (%) - f, (X
_ _ [ . RN
Hf(x)::(fxixj(x)):ﬁ SN

wa(®) o f (X)0
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2.4.2 Maximaund Minima
Extrema bei kritischen Punkten (f,=0 und f,=0)

H positiv definit O relatives Minimum bei X,
H negativ definit O relatives Maximum bei X,
H indefinit O Sattelpunkt bei X,

H=H" \; Eigenwerte von H

H ist positiv definit = dler >0

H ist negativ definit < dleA<0

H ist positiv semidefinit < aleA; =0

H ist negativ semidefinit < aleA; <0

H ist indefinit < OenA;>0undeinA,<0

A=f, 0, -}
| A>0 | a<o | a=0 |
‘ f>0 fo <O ‘ ‘

Minimum | Maximum | Sattelpunkt | keine Aussage

2.4.3 Extremwertaufgaben mit Nebenbedingung
Gesucht: f()?o) = Extr! g()?o) =0

Methode 1: explizite M ethode
Auflosen vong(?(o) =0 nach einer Variablgl X, = h(Xl,...,Xn_l)

Elimination von x aus f durch Einsetzen f = (Xl,...,h(xl,...,xn_l)) = Extr!

Methode 2: Parametrisierung der Nebenbedingung
Bestimmen der Parameterdarstellung der Kurve O Xl(t), ... ,Xn(t)

Losen des gewodhnlichen Extremalproble%sF(t) = (Xl(t), ... ,Xn(t)) = Extr!

Methode 3: L AGRANGE-M ultiplikatorregel

OA: gradf (5('0) = )\gradg(f(o) - grad(f —)\g) =0  \: LAGRANGE-Multiplikator
0 Suche kritischer Punkte vdan=f —Ag - Zusammenhang zwischen x und y

- in Nebenbedingung einsetzenX,

Bei zwei Nebenbedingungeg(i(o) =0und h(io) =0

grad(f -Ag-ph) =0

3 Vektorwertige Funktionen mehrerer Veranderlicher - Vektorfelder

[Dfl(xl,...,xn) [D

f(X) = :
1 e )
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3.1 Ableitungen

3.1.1 partielle Ableitung
Cof [

0 P

Xy, Dafn
O, [

3.1.2 Koordinatentransfor mation

X,y - u(x,y),v(x,y)
I A, T
Ox O0u X Ov X

3.1.3 Jacosi-Matrix und JAcoBI-Deter minante
JAacosBl-/Funktionalmatrix
0 el i[D
| o g ;g4
Tk Al x) B o FO 0 L=
oX a(x1 ..... xn) %radf Tﬁ f of f

> ok

JAcoBl-/Funktionaldeter minante

3f,,....f.)
detJ=det7———x Umkehrbarkeitsbedingung det J # 0
a(xl,...,xn)
3.1.4 Richtungsableitungin Richtung a
of 1, wod.
£—t|m¥(f(x+t[é)—f(x))—dtf(x+ta)tzo %2

3.1.5 implizites Differenzieren
a9 0g o.f

f(xl,...,xn_l,g(xl,...,xn_l)):OD %:ainanf E()?:OD &Z‘a'f
f(x,y(x) =00 f,(x,y(x))+f,(x,y(x) 3 (x) =0

3.2 Rechenregeln

3.2.1 Allgemein

I

(frg) =fzg
3.2.2 Kettenregel
=flo®) =) e

RnDEFL R™ — R 9dz,..2) _ z,....2,) Da(yl,...,ym)

T T s S o) o)
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Spezialfall: Wegableitung
d Caff,,.)

af(f((t)) B a(xl,xz,...) X

Anwendung: K oordinatenwechsel

g rR™ a(f) alf, X,)
)~ a(u

f _ )Da(xl)EIl A (
X “HU u, = t, a(xI _6( k) %(uk)ﬁ - (p) _%m

1

O
Koordinatenwechsel
4 Gewohnliche Differentialgleichungen

4.1 Differentialgleichung 1. Ordnung

4.1.1 Separable Differentialgleichung
y' =f(x) mJ(Y) Lbsung:‘l’% = If (x)dx +C

y dy
AWP: y(xo) =Y, 0 I— = If(x)dx
Yo

4.1.2 Homogene Differentialgleichung

y' = Q%B Ansatz:y(x) =xm(x)o Separabler Typ

413 Typy =f(ax+by+c)

y' = f(ax + by + C) Ansatz:u(x) = ax + by +c O Separabler Typ

4.1.4 Lineare Differentialgleichung 1. Ordnung

L X L
y' +p(x)y = q(x)| AWP: y(xo) =y, 0 y(x)=e"™ %/0 4 Iq(t)e‘”mdt%

mit H(x) = —j'p(t)dt

Xo

bzw.y, =k @7 ung Y, = e Jm qu @™ dx

4.1.5 BeErNouLLI-Differentialgleichung

1

|y' +p(x)y = q(x)y“| Ansatzzy =z 0 Z +(1-a)p(x)z= (1- a)q(x)

4.1.6 RiccATI-Differentialgleichung
y'+ p(X)y = q(x)y2 + r(x)| Ansatz:y =Y + u(x) y ist partikuldre Losung

1
0z-[p-29fz=—q  y=y+
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4.2 Vollstandige Differentialgleichung

o Pxy) Q)
YTy P(x,y)
Dlifferential]-Form der DGL: P(x, y)dx +Q(x,y)dy = 0
Niveaulinien: F(x,y) =C
DGL der Niveaulinien: F, + Yy’ =0 oder FEX'+F =00 D-Form: Edx+Fdy =0
Pdx + Qdy = O volistandig: es gibtein FmP=F,  Q=F
0 Losung der DGL ist gegeben durE(uX,y) =C
Pdx +Qdy = O volistandig- P, =Q,
Pdx + Qdy = 0 nicht vollstandigd MPdx + MQdy = 0 vollstandig (M: E)LER-Multiplikator)

4.3 PICARD-Iteration

y' = f(x,y) y(xo) =y, O Integralgleichungy(x) =y, + j'f(x,y(x))dx
0 PicarD-lteration: Y, (X) =y, V., (X) =y, + j'f(x,yn(x))dx

4.4 DGL-Systeme erster Ordnung

4.4.1 Fundamentalsystem

Ein Satz von n linear unabhangigen Losungen..,X,, der Differentialgleichungk =A(t)x heit
Fundamentalsystem.

4.4.2 WRONsKI-Matrix und WRONSKI-Deter minante
WRoNsKI-Matrix: W(t) = (Xl(t),. .. ,Y(n(t))
WRoNskI-Determinantedet W(t)

(det W)" = (det W) [Spur(A(t)) O detw = o)A
W'=AW

4.4.3 DGL-System erster Ordnung mit konstanten K oeffizienten

4.4.3.1 Fundamentalsystem

% = AX Existieren n linear unabhéngige Eigenvektoéemon A mit AG, = A,C, so bilden diX, = €™'C, ein
Fundamentalsystem

4.4.3.2 Hauptvektoren.

Hauptvektor k-ter StufeA, “C = 0 und Al Te# 0
k-1 1 .

0 x=é Z—A MEt™ ist Losung vorX = AX
m=0 ml A

Bestimmung der Hauptvektoren k-ter Stlﬁie .. ,TS erfolgt Uber das erweiterte Gleichungssystem mit den
bereits bestimmten Hauptvektoren k-1-ter Styfe.., T,

[Axk[
o
0" =0

a: 0O

A
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4.3.3 Inhomogenes DGL-System erster Ordnung

|:|><l-l>
||

( )Y( ( ) Fundamentalmatrix des homogenen Problems gegeben [0 Variation der Konstanten
W) fwtbdt + k)

4.5 DGL n-ter Ordnung

4.5.1 Reduktion der Ordnung

A) F(x,y(“),y(’”),...,y(“)) =0 Ansaz Y (x)=z(x)

0 Axzz,...2™)=0

Ansatz: y' = u(y) y"=ullf

O DGL (n-1)-ter Ordnung fur u

c)y"™ +a_, "V + . +a, ¥ = 0 mit Lésungy,(x) Z 0
Ansatz: 'y =y, [L(x)

0 bGLu™ +b,_, WM"Y+ . +b, [ =0
Ansatz:U' = Z (vgl. A)

B) Fy.y',....y")=0

4.5.2 homogene EULER-DGL

n
EuLEr-Differentialoperatorf = z a x“D"
k=0

homogene BLER-DGL: Ey =0

A t-x—etmi-iﬂm "E'D _iﬂbﬂ 1%/5
neatz A= ax xdt -7 x? 7Y T
Ansatzzy =€" ... O charakteristisches Polynof(\) = ( ) (7\ A )

0 im komplexen Fall: Losungenx™ ,Inx X, In? x ™ ,...,In(k ) x M

O im reellen Fall: Losungen fik,, = i,
X cos(Ianx),Inx X cos(Ianx),...,In(km'l) X X% cos(Ianx)
X sin(Ianx),Inx X sin(Ianx),...,In(km'l) X X% sin(Ianx)

45.3 Spezielle Ansatze

4.5.3.1 bei inhomogenen linearen DGL mit konstanten Koeffizienten

Inhomogenitat Ansatz Resonanz k-fach
ale™ A [ A k-fache NS von P(A)
Q. (x) &™ S, (x) @™ A k-fache NS von P(A)
Qn(x) S.(x) 0 k-fache NS von P()
e [{alcosPx + b Enpx) e™ [{A [ospx + B [$inpx) a+iB k-fache NS von P(A)
altosPx +b[$inpBx A [¢ospx + B [3in3x +i k-fache NS von P(\)
e [{Q, (x) osPx +Q,, GnpPx) | €™ S, (x) @osPx+S, EnPx) | a+iB k-facheNSvon P()

bei k-facher Resonanz muR der Ansatz thinultipliziert werden.

45.3.2 bei EULER-DGL
Inhomogenitatf (x) = x* [(Dm(lnx)

p keine Nullstelle von ) O Ansatz:y = Sm(lnx) X"

u k-fache Nullstelle von Rj O Ansatz:y = (Inx)"

5, (Inx) "
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45.4 Potenzreihenansatze
Anfangswertproblem: y' = f(x,y), y(xo) =Y,

00

i k
ist f in der N&he von @yo) in eine Potenzreihfe(x,y) = Z ak(x— XO)I(y - yo) entwickelbar, so ist auch
k=0

i,
. . . . . - k .
die Losung y in der Nahe vong i einer Reihey = Z Ck(X - Xo) entwickelbar.
k=0

. . - _i (k)( )
1) Lésung durch Differentiatiorc, = Kl Y X,

2) Einsetzen der Reihe fur y in die Reihe fur f(x;y)Bestimmung deradurch Koeffizientenvergleich
5 FOURIER-Reihen

5.1 Definition

00

Fourier-Reihe:T ~ 28 Z(an [@og(nux) + b, E‘sin(noox))
n=1

2 T
FOURIER-Koeffizienten: @, = ?J'f (x) [eod nwx) dx
0

2 )
b, = $!f(x) [$in(nux)dx

5.2 Sonderfélle

4

Ist f eine gerade Funktion (f(-x)=f(x)) 0 b, =0;a = T f o noax)dx

O Ny 0 |

47
Ist f eine ungerade Funktion (f(-x)=-f(x)) O &, =0; b, = $J-f [Sin(noax) dx
0

5.3 Bessel-Ungleichung

BEsseL-Ungleichung: 58, + Z(ak2 + bkz) < —If 2dx
= T2
5.4 Anwendungen
5.4.1 eindimensionale Warmeleitungsgleichung

5.4.1.1 homogene DGL und Randbedingungen

1)

Differentialgleichung: U, =all,

Randbedingung: UX(O,'[) = UX(T[, t) =0

Anfangsbedingung: U(X,O) = f(x)
17 2 < _alr [

Lésung: u(x,t) ==[f@)dt+=> e™ ij (t) cod(nt)dt [ros(nx)
T[ 0 T[ n=1 D

2)

Differentialgleichung:U, = alU,
Randbedingung: U(O, t) = U(]T, t) =0
Anfangsbedingung: U(X,O) =f(x)
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2 [" L
Lésung: ;[z f(T)sin(nT)dTEsin(nx)
=1

5.4.1.2 inhomogene DGL
Differentialgleichung:U, = allU,  + g(t,x)
Randbedingung: U(O, t) = U(T[, t) =0

Anfangsbedingung: U(X,O) =f(x)
Lésung: — MEYBERG, VACHENAUER: ,H6here Mathematik 2“ S.385

5.4.1.3 inhomogene DGL und Randbedingung
Differentialgleichung:U, =alU,  + g(t,x)
Randbedingung: U(O, t) =a(t) U(T[, t) = B(t)

Anfangsbedingung: U(X,O) = f(x)
Losung:

5.5 LEIBNIz- Rege/ (verallgemeinert)
d [bly)

dyg(r)f(xdeD: —fxy)dx+f( () ) —f(a(y) )

6 Integration im R"

6.1 Bereichsintegrale
Transformationsgesetz fur Bereichsintegrale

fp(x)aD = Jp(() LAY

det—7———
0( u,,. .,un)
A

A: Funktional- / AcoBi-Determinante

dD’

6.2 Flidchenintegrale im R °
6.2.1 Darstellungen

6.2.1.1 Darstellung als Aquipotentialflache

F={x/f(x) =c} 0 h= gradf

1
lorad|

6.2.1.2 kartesische | explizite Darstellung

Ly [z[

G R R ey

6.2.1.3 Parameterdarstellung
X Y(V

[] [][]

(<
c
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6.2.2 GAuss-Fundamentalgrofien
E=%/} F=%,X G=%,

u u \ \

=JEG-F

6.2.3 Flacheninhalt

—

X, %X,

6.2.3.1 explizite Darstellung
Ly O
[
F= % = z(x,y)D I(F) = I1ll+ 2’ +Zy2dB
U B
O

6.2.3.2 Parameterdarstellung
% = x(u,v) I(F) =

D

Xy XX,

dD = [VEG-F2dD
D

6.2.4 Oberflachenintegral
I pdF = I p(X(u v)) dD
F D

FlachenelemendF =

X, XX,

X, XX, |dudv

6.3 Kurvenintegral
[pds= [ p(x(t))X]ct

c [a,b]
Bogenlangenelementls= H)?Hdt
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