Beqleitblatt Algorithmik |

Grundbegriffe:

Signal := Mitteilung eines Senders an einen Empfanger untdili&nahme der zeitlichen Verénderung einer ptatskhen
GrolRe (analoges: kontinuierliche Veradnderung; digi#: diskrete Werte (Quantisierung) zu diskretesitpinkten
(Abtastung)).

Nachricht := Abstraktion von Signalen sowie deren SpeicheruhgSignale dienen der Wiedergabe und Weitergabe
Nachrichten.

Information := einer Nachricht zugeordneten Bedeutung (Intergogtatorschrift).

von

Entscheidungsgehalt Heines Zeichenvorrates mit n Zeichen :Zkleinste Anzahl H von Entscheidungen, mit denen man

feststellen kann, welches der n Zeichen vorligg}.q 1 b(it). Fiurn > 2:H = ]—Iogz n—|

Datum := bedeutungstragende Nachricht mit standardisienterpretationsvorschrift.

System :=Kollektion von Gegenstanden (=Komponenten), dieimem inneren Zusammenhang stehen samt Beziehu
zwischen diesen Gegenstanden. SystemzustBigenschaften aller vorhandenen Komponenten urd B#ziehungen
zwischen diesen. Systemverhalteaitliche Abfolge von Zustéanden.

Algorithmus := Verfahren zur L6sung einer Problemklasse mit eprézisen, endlichen Beschreibung unter Verwend
effektiver Verarbeitungsschritte. Effektivin  endlicher Zeit durchfihrbar._ Effizient:;gute Leistung, sparsame
Ressourcenverbrauch.

Strukturierung von AlgorithmenElementare Operationen, Sequenz, FallunterschgjdB8ohleife, Unterprogrammaufruf
Parallele Ausfuhrung (darstellbar z.B. mittels Blliagrammen).

Java (hier werden nur die wesentlichen Unterschied€#t# erwahnt)

Syntax von Java

Konstanten belegefinal <Typ> <name> = <wert>;

Bei Objektvariablen handelt es sich immer um Refeea (Vorbelegung mitull). Daher immer mihew erst zuweisen (kein
delete nétig!)

Attribute kbnnen bereits bei der Deklaration vodieswerden (Konstruktoraufruf).

Vererbung: class Childxtendsparent mitsuper lasst sich auf Oberklasse zugreifen.

Reihe: <typ>[ ] <name> mehrdimensionale Reihen ®hungen von Reihungen (da Referenzen)

Jeder primitive Typ besitzt bereits implementi€gteindoperationen

Wichtig: Beim Typ boolean werden folgende Operationen !|, &, strikt ausgewertet und folgende &&, || nulasge bis es
sinn macht, im Sinne des Ergebnisses.

Bei Ganzzahltypen gibt es >>> -Operator der dagz&ohen nicht mit shiftet.

In Java konnen keine Variablen tberschrieben wefalémsie in einem Block schon einmal deklariedrden sind.
Interfaces dienen in Java lediglich als Schnittstelle fur érktassen bzw. weiterer Interfaces (unter Intedaist eine
eingeschrankte Mehrfachvererbung mdglich; gibt.8s zwei gleiche Bezeichner (Attribute) in zwei gaten Interfaces sa
wird beim Zugriff auf diese ein Fehler ausgegeb&ghtax:
Interface <specifier>

{ <list of method declarations> }
class <specifier> implements <interface>
{ <list of interface methods and further methods> }

Abstrakte Klassenkénnen explizit angegeben werden:
abstract class <specifier>
{ abstract <method head> ... }
Frihe und spéte Bindung (wie c++ nur mit Referehimmaglich.
Labels wie in C++ an Blockanfangen; Ausnahme aus inn&ehleifen kann man falls eine duRere Schleife méra Label
versehen ist, mibreak <label>; aus der aueren herausspringen.
Statische Initialisierer um statische Variablen zu initialisieren bestelet Moglichkeit komplexeren Code zu verwende
Syntax: class <name> { static <type> <var>

static { <var> = <value>; ...}
static wird aufgerufen sobald die Klasse in die tRmeumgebung geladen wird.
Rekursion
Eine Methode f heil3t rekursiv genau dann wenn areéhnung von f diese Methode f wieder benutzt.wird
Verschrankte Rekursion: f wird indirekt uber g weds wiederum in f aufgerufen wird, aufgerufen.
Rekursion als konstruktive Form der Induktion. Teierung lasst sich of t mit Induktion beweisen.
Terminierungsbeweis:

Sei €,,§,6,... die Argumentfolge der Rekursionsschritte bei Autwegy von f. So finde ganzzahlig

Terminierungsfunktiort(q) und beweise mit Induktion das: t bei jedem Rekunsschritt streng monoton fallt und t na

unten beschrankt ist.

Entwurf von Algorithmen mit Induktion:

(1) Bestimme Lésung fiir einen Basisfall.

(2) Zerlege das Problem in ein, oder mehrere Tdillgroe die direkt oder rekursiv I6sbar sind und wége die Losung
zur Gesamtlésung.

Teile und Herrsche (=Anwendung des Induktionsprinzip zur Algorithmenktruktion)
- Zerlegung des Problems in kleinere Teilproblemés(ng durch Rekursion oder direkt) meist 2 Problexber

Grolie.

- Fuge Teilldsungen zur Gesamtlosung zusammen (kierslizung) mit moglichst wenig Aufwand.
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Rekursionsformen:

- Lineare Rekursion: f wird in jedem Zweig einerlBaterscheidung hdchstens einmal aufgerufen.

- Repetitive Rekursion: Spezialfall der linearerkursive Aufruf stets als letzte Aktion in einem Agie(kdnnen leicht
durch Schleifen ersetzt werden)

- Kaskadenartige Rekursion: in einem Zweig einetuRéérscheidung treten zwei oder mehr rekursiverdfafvon f auf
(Baumartige Ablaufstruktur; sehr schnelles anwagcltes rekursiven Aufrufe)

- Verschachtelte Rekursion: rekursive Aufrufe trezeséatzlich bei Parameterausdriicken auf.

- Verschrankte Rekursion: Eine Methode f enthaleriAufruf g welche wiederum einen Aufruf von f efiith

Algorithmenherleitung durch Induktion

Nachweis der Giiltigkeit einer Aussage A(n) fur aliél N .

- Basisform (-1): A(1) ist wahr; furr jedes n > 1:rAL) impliziert A(n).

- Basisform (+1):A(1) ist wahr; fiir jede8 = 1: A(n) impliziert A(n+1).

- k-Anfangsform der Induktion (-k), analog (+k): A(1A(Kk) sind wabhr; flr jedes n > k:A(n-k) implizteA(n)

- strenge Induktion: A(1) ist wahr; fur jedes n >fllr alle m<n:A(m) impliziert A(n)

- Ruckwartsinduktion: A(n) ist wahr fir alle n auser unendlichen Teilmenge von N; fur jedes n Ag) impliziert
A(n-1).

Dynamisches Programmieren(=Anwendung des Induktionsprinzip zur Algorithmenktruktion)

(1) Zerlegung des Problems in mehrere kleinere ol Diese sind vorab gelést und kénnen aus emtegllE abgelesen
werden.

(2) Flge Teillésungen zu einer Gesamtlésung zusammen

(3) Tabelle mit optimalen Zwischenergebnissen wiedaitiv aufgebaut:

(4) Der Wert einer Zelle ergibt sich durch Kombioatiaus friher berechneten Werten in friher vernzoildigten Zeilen der
Tabelle oder in der gleichen Zeile weiter links.

Gierige (greedy)-Algorithmen:

Hierbei handelt es sich um Algorithmen die im Moméer Entscheidung den am besten zu scheinendennvatdgn.

- wende Bewertungsfunktion an um das zur Zeit anebgsassende Element auszuwéhlen und flige es zur
Ergebnismenge hinzu.

- Wiederhole bis Eingabemenge leer.

Abstrakte Datentypen

Definition: Abstrakter Datentyp (ADT) = Die Schnittstelle einer Komponente und ihr Védra(ein Typ) wird ohne

Angabe einer konkreten Implementierung spezifizigrestlegung der anwendbaren Operationen und deirdwing)

Die Signatur eines ADT legt fest, welche Operationen erlautd sivelche Typen die Parameter der Onerationenmhabe

mussen und von welchem Typ das Resultat ist. Beispielsignatur ADT Boolean:
Axiome legen die Wirkung der Operationen fest, indemasieandere Funktionen | true: - Boolean
(hauptsachlich auf Konstruktoren) zurtckfihr axiome ADT Boolean: false: - Boolean
Operationen die Datenobjekte erzeugen heil§ a1 not(false) = true not; Boolean - Boolean
Konstruktoren . A2 not(true) = false and: Boolean x Booleat* Boolean
Normalform eines Datenobjekts: konstruiert | a3 and(false,false) = false| or:  Boolean x Boolear>Boolean
durch eine minimale Zahl von Konstruktorauf|

rufen. Ubrige heiRen Hilfskonstruktoren.
Operationen, die Informationen Gber einen Datentygr Datenobjekt liefern, heilR3&mojektoren bzw. Selektoren
Elementare Datenstrukturen

Liste (T) Signatur Axiome:

- create: - Liste Al: head(append(x,l)) = x

- append: T x Liste - Liste A2 : tail(append(x,l)) =1

-head : Liste ->T A3: length(create) =0

- tail: Liste - Liste A4 : length(append(x,l)) =1 + length(l)
- length : Liste >N

weitere Datenstrukturen : siehe Ergdnzung auf 36ite

Verifikation

Hinweis: In der Praxis muss man abwagen ob eslaliit eine aufwandige Verifikation durchzufuhren.

Mit der Verifikation wird versucht implementierté€@ode formal auf Korrektheit zu tberpriifen. Dazu stéis alle mdglichen

Eingabedaten betrachtet werden und Uberpriift weddes immer die gewtinschte Ausgabe erreicht wiies Brreicht man

indem man die Eingabe / Ausgabewerte mittels Padeikbeschreibt. Somit kann die Wirkung eines Ciidks durch

Angaben von Pradikaten zu Beginn und Ende des Gxubersfiziert werdenZusicherungensind préadikatenlogische

Aussagen uber die Werte der Programmvariablen arstidlen im Programm, an denen sie stehen. Dalteischeidet man

Vorbedingungengre-conditior) und Nachbedingungepdst-conditiol die entsprechend vor oder nach einer

Anweisungsfolge stehen. Somit bilden die Vor- urathbedingungen des gesamten Programms eine peiddgische

Spezifikation (nur fir funktionales Verhalten). @alinterscheidet man starkere und schwéchere Viodpaagen.

Verifikation von imperativen Programmen

- Verifikation prift ob Zusicherungen erfiillt werdgd.h. ob Nachbedingung Q einer Anweisung A erfétiwenn diese
im Falle einer erflllten Vorbedingung P abgearheitgrden ist)

- Partielle KorrektheitAusfiihrung von A beginnt in einem Zustand dereRigt und die Ausfiihrung nach endlich viele
Schritten terminiert und dann erfiillt der erreichtestand Q. Schreibweise: P {A} Q

- Totale Korrektheitverlangt den Beweis der Terminierung (kann auahdaglich sein). Schreibweise: {P} A {Q}

- Verifikationskalkile verwenden Regelwerke zur Ableitung zu verifizireter Aussagen. Kénnéwrrekt sein: alles,
was abaeleitet werden kann. ist wahr und kdrvollstandia sein: alles. was wabhr ist. kann aboeleitet we




Vorgehensweisevorwarts und rickwarts Verifikation (geg. P undgramm— best. gute Nachbedingurg beweise
Nachbedingung; geg. Q und Programm best. gute \dorgeng und beweise diese).

Eine Zusicherung P heiBthwéacherals P’ wenn P'=P

WP-Kalkil als Mittel der Rickwértsanalyse

Idee: Untersuche statt vieler Vorbedingungen narsghwéachste Vorbedingungdapest pecondition), ausgehend von diesgr
wird die Nachbedingung gerade noch erfullt.

Definition: Wenn Q ein Pradikat ist und A eine Anweisungsfolipnn ist die schwéchste Vorbedingung von A inugeauf
Q. wp(A,Q), ein Pradikat, das die Menge aller tasstande beschreibt, so dass wenn die Ausfuhrumd\vo einem dieser
Zustande beginnt, dann endet (terminiert) die Alugfiig in einem Zustand der Q geniigt.

wp(Programm, Nachbedingung) = schwéchste Vorbediggu wp enthalt Terminierung!
Wenn also eine Vorbedingung P die Terminierung Aajarantiert und wenn gilt {P} A {Q}, dann gilt: P:>Wp( A, Q)
somit {wp(A,Q)} A {Q} Vorgehensweise bei der Programmverifikation:

Regeln des WP'KE‘.IKU|S: : . . Q:= Endebedingung des Programms
1. Sequenzregel: sind Nachbedingung einer Anweisiaidg A:= letzte Anweisung des Programms
die Vorbedingung einer zweiten Anweisung glesoh : v

konnen sie zu einem Programmstlick zusammengegstde| [5.— A <
1 . 1 — . Wp( 1Q) o
wp('s;; s, :R)_Wp(SLWp(Sz,R)) ; _
Wenn gilt: Q=Q" sogiltauch: { P} s,{Q} und Anfang des Programms errelCHt?ein
{Q'}sAR} folgt {P}s;;s,{R} 1 57
2. Zuwlelsungslregel: i . L A:= vorhergehende Anweisung
wp('x:=€e',Q)=zulassi((x)A zulassi((e) AQ[x/€
Zur Konstruktion der Vorbedingung wird mit derdtieding-||P impliziert durch Spezifikation
ung Q begonnen, darin werden alle Vorkommen vdareh |der Eingabedaten?

den Ausdruck e substituiert. (Die zulassig() Haig werden Ja v
oft weggelassen). IProgramm korrekt| [Programm fehlerhaft
Definitionen: wp(leer, Q) = Q vor leer muss alsachiQ gegolten haben.
wp(crash, Q) = false  Es durfen keine Fehler passi crash ist der Versuch eine Anweisung ausrefiifderen
Vorbedingung nicht erfullt ist.

Rechenregeln:
wp(A, false) = false Das false nicht erfiillbar isisae die Vorbedingung unerfiillbar sein.

Aus P'=P , Q=Q"' und {P} A {Q} folgt {P} A {Q?} Verscharfung der Vorbedingung, abschwéchung d

Nachbedingung.

Montonie: Q=R dann wp(A,Q)=wp(A,R)

Distributivitaten: ~ Wp(A,Q)Awp(A,R)=wp(A,QAR) wp(A,Q)vwp(A,R)=wp(A,QVR)

( = nur bei deterministischen Programmen)

3. If-then-else Regel: Wp('if bthers,elses,’,Q)=[b=wp(s; Q)]A[-b=>wp(s,Q)] zus. zulassig(b) gelten

und b muss seiteneffektfrei  sein. Die  Regel kanmntsprechend umgeformt  werden:

wp('if bthers, elses,",Q)=[b=wp(s, Q)]A[~b=wp(s, Q)]=[bAwp(s,Q)]V[-bAwp(s, Q)]
Fehlt der else-Teil so gil: wp('if btherA',Q)=[b=>wp(A,Q)]A[-b=Q] was aquivalent zu
wp('if bther Aelseleer' ,Q)=[bAwp(A,Q)]V[-bAQ] ist.
case-Regel: Hintereinanderschaltung von if-thkse-Regeln.

4. Schleifeninvariante: (jede Schleife kann ald&vBchleife geschrieben werden)

- Definition: H I((Q) schwéchste Vorbedingung, die garantiert, dass, wen8chleife k-mal (k>0) durchlaufen

wird, danach Q  gilt H, (Q):=wp('whilebdcA',Q) . Nach  Umformungen gilt:
H (Q)=wp(' whilebdo A" ,Q)=H,(Q)AH ,(Q)A..=(V k=0:H,(Q)) H(Q) lass sich als Rekurrenz

definieren: H(Q)=(Vk=0:H,(Q)) ; Hy(Q)=(=b=Q) ; H,,,(Q)=(b=wp(A,H,(Q)))
gesucht ist also ein H das diese Rekurrenz erfillttso einem H kann die totale Korrektheit (pdi¢ig&orrektheit und
Terminierung) einer Schleife gezeigt werden.
- Schleifeninvariante (teile schwachste VorbedingHnauf in eine Bedingung b, so dass beib die Schleife terminiert

und eine Schleifeninvariante I: ein Pradikat, dasund nach jeder Iteration einer Schleife immehmiat)
Definition: Eine Invariante der Schleifewhile b do Aist eine Bedingung | fur die gilt: { | Ab} A{ 1} wenn vor
dem Schleifenrumpf | Ab gilt, dann terminiert die Ausfihrung von A und dahast | erfillt. Es muss also gezeigt
werden: | Ab=wp(A, 1) daraus folgt das die Schleife terminiert{ | } whilebdcA{ | A-b} (kennt man
nun eine Invariante des Rumpfes so kann man digé&idiste VVorbedingung der Schleife erschliessemiss lediglich
die Terminierung gezeigt werden)
Konstruktives Vorgehen bei Schleifen:
— Bestimme | und konstruiere Rumpfs. {1}whileb@ | Ab }s{1} { I A=-bD } {Q}
— Nachweis der totalen Korrektheit:

1. Beweise, dass | vor Eintritt der Schleife gilt.

2. Beweise, dass {| Ab }s {1}, dass also | tatsachlich eine Invariaige

3. Beweise, dass (| A—b)=Q , so dass bei Terminierung das gewiinschte Ergebnisisht wird.

4. Beweise, dass die Schleife termin 3
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Ausnahmebehandlung in Java
Sehr ahnlich dem Mechanismus in C++, daher werdemlie Unterschiede erwéhnt.
Ausnahmetypen sind in Java Klassen die alle vorKtiese java.lang.Throwable erben. Diese hat genaii direkte
Unterklassen:
— java.lang.Error zeigt Probleme bei der Programnigusihg an, die das Programm nicht selber beheban ka
— Java.lang.Exception ist die Oberklasse, unter BeAasnahmetypen zusammengefasst werden, dierdgsatnm selbst
behandeln mdchte/sollte.
Wird eine geworfene Ausnahme nicht behandelt sa &ib zum Programmabbruch mit entsprechender Faldgabe.
Neben den dblichen catch-Klauseln gibt es in Jawafmally -Klausel welche am Ende einer try-catch Anweisuieten
kann. Der Code in dieser Klausel wird in jedem Bakgefiihrt egal ob eine Ausnahme geworfen wird pidét.
Werden in einer Methode Ausnahmen geworfen so migiese in der Signatur der Methode bekannt gemaelden (aul3er
Ausnahmen vom Typ bzw. von abgeleiteten Typen dass¢ java.lang.RuntimeException miissen nicht bekgamacht
werden). SyntaxxmodifierList> <methodName>(<parameterListhjows <ExceptionClass 1>,...,<ExceptionClass n>
Es genigt dabei auch nur einen Obertyp anzugeben.
Wird eine solche Methode Uberschrieben so kanredies
— ganz auf die Deklaration des Ausnahmetyps verzichte
— Ebenfalls eine Ausnahme vom gleichen Typ deklaniere
— Eine Ausnahme von einem Untertyp des Typs dekkmigEs kann kein neuer Typ hinzugefligt werden (&eah
Obertyp).
Standardmafig kdnnen Objekte von java.lang.Excegiibion eine Fehlernachricht aufnehmen.
Zusicherungenin Java: Syntax AssertStatemeagsert Expressiondderassert Expressionl : Expression2
eine verletzte Zusicherung wirft eine eine Ausnalvoa Typ AssertionError. Bei der Assertion mit revExpression2 in
das Ausnahmeobjekt geschrieben.
Testen von Programmen:
— Black-Box Testing: Testen aufgrund externer Beobachtung (es werdénDaingesteckt und die Ausgabe mit der
Spezifikation verglichen)
— White-Box Testing: Testen aufgrund interner Betrachtung (Eingabedatzden unter Kenntnis des internen Ablaufs
gewahlt das bestimmte Testkriterien erfullt werden.
— Kontrollflussgraph: Anweisungen werden zu Knoten und Spriinge, Schileifel Bedingungen induzieren Kanten.
¢ Anweisungsiberdeckung(statement coveragejeder Knoten soll beim Test einmal besucht wer@Gmad
Uberdeckung = #besuchte Knoten / #aller Knoten.rAbedrige Fehlerentdeckungsrate
¢ Zweiglberdeckung(branch coverage)jede Kante soll beim Test mindestens einmal besuetden.
¢ Pfaduberdeckung(all-paths coverage)alle unterschiedlichen Pfade sollen beim Test estehs einmal
durchlaufen werden.
¢ Bedingungsuberdeckung(condition coverage):
— Einfache Bedingungsiiberdeckung: Alle atomaren Raéelin Bedingungen sollen beim Test mindestensalin
wahr oder falsch werden (schwécher als Zweigub&rdey).
- Mehrfach-Bedingungstiberdeckung: Bei zusammengesebatidikaten kommen alle Kombinationen von wa
und falsch der atomaren Pradikate vor (exp. Aufiand
— Minimale Mehrfach-Bedingungsiberdeckung: jedes Reddavird mind. einmal wahr oder falsch.
¢ Definitions-und Nutzungsgraph: (entspricht Kontrollflussgraph) jede Wertzuweiswargeine Variable wird beim
Knoten vermerkt: Definition (,definition”, ,def*)Jeder Variablenzugriff in einem Ausdruck wird befmoten
vermerkt c-Nutzung (,computational use, ,c-useJgder Variablenzugriff in einem Pradikat wird an
Ausgangskanten vermerkt p-Nutzung (,predicate-ugetse")
Charakterisierung von Aufwéanden
Umfang n: Anzahl der Eingabewerte
Aufwand T(n): Anzahl der Zeiteinheiten die der Aljlomus fir Problem mit Umfang n benétigt.
Weiterhin unterscheidet man: unginstigster Aufwgmarst case), mittlerer Aufwand (,average casaet)d Aufwand im
besten Fall (,best case")
Fur die Theorie sind lineare Faktoren uninteressminteressiert vor allem der Aufwand fiir selof3gr Umfange.
O-Kalkul (Edmund Landau)
Funktionen die den Aufwand berechnen werden in fongklassen eingeteilt.
Def.:Seien ¢,n,neN soist Gror-0: O( f (n))={ g(n)|3c>03n,>0 ¥n=n,:0<g(n)<cf(n)}
(asymptotisch obere Schranke).
h(n)eO(f (n)) Bedeutet: es gibt eine Konstante ¢, sodass fiiregndfmer h(n) < cf(n) ist.
Beispiel: wird eine Schleife n-mal durchlaufen (odach nur n/2-mal) so ist der Zeitaufwand O(n).
Eigentlich interessiert man sich aber fur den Aufdiaes Problems und nicht fir den eines konkretgorAhmus.
Kleinstméglicher Aufwand fir ein Problem = Kompltitides Problems (bestimme Algorithmus mit diesarfwand!)
Rechenregeln:
- seien f(n)eO(r(n)) und g(n)eO(s(n)),c>0 konstant, so gilt:
- f(n)+g(n)eo(r(n)+s(n)) ;  f(n)xg(n)eO(r(n)xs(n)) ; cxf(n)eO(r(n))
f (n)xceO(r(n))
— Entsprechende Regeln fiir Subtraktion und Divisielbegy nicht!
- Bei Of(log(n)) wird auf Basis verzichtet (konstanter Faktor).

— Firc>0unda> 1und f(n) monoton steicend f¢(neO(af™)
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Oftmals schreibt man statt f €0(g) folgendes: f =0(g) Aber Vorsicht dies gilt nur in eine Richtung alseirh
lesen immer denken das = eigentlicte bzw. < bedeutet.

Weitere Rechenregeln (artithmetische Operationen):
— Fur Funktionen f,g und Konstante ¢ > 0 gilt:

cxO(f)=0(cxf)=0(f) ; O(f)xO(g)=0(fxg) ; O(O(f))=0(f) ;
O(f)xc=0(f*xc)=0(f) ; O(f)+0O(f)=0(f) ; O(f+g)=O(ma>(f,q))

o-Notation (obere Schranke)
Def: o(f(n))={g(n)]Vc>03n,>0 ¥n=n,:0<g(n)<cx* f(n)} (Unterschied: fur jede Konstante c)
Q-Notation (asymptotisch untere Schranke)

h(n)eQ( f(n)) :h(n) wachst mindestens so schnell wie f(n).
Def. Q(f(n))={g(n)|]3c>03n,>0V n=n,:0<cxf (n)<g(n)}
o-Notation (untere Schranke)

h(n)ew( f(n)) :h(n) wachst deutlich schneller als f(n)
Def.: w(f(n))={g(n)|Vc>03n,>0 Vn=n,:0<cxf(n)<g(n)}
®-Notation (asymptotisch gebunden)

h(n)e®( f(n)) :h(n) wachst ebenso schnell wie f(n)
Def. O(f(n))={g(n)|Fc,;>03c,>03n,>0Vn=ny:0<c,;*f(n)<g(n)<c,* f
Rechenregel: f (n)e®(g(n)) genaudann, wenn f (N)eO(g(n)) und f(n)eQ(g(
Symmetrie: f (n)e®(g(n)) genau dann, wenng(n)e@(f (n))
Rekurrenzen
Eine Rekurrenz ist eine Gleichung oder Ungleichurgg der der Funktionswert in Form von Funktiondesefiir kleinere
Eingabewerte beschrieben wird. Einen allgemeinggothmus zur Losung von Rekurrenzen gibt es nicht.
(Bsp.: Sykline-Problem: T(1) = 1; T(n) = 2T(n/2n} Die Laufzeiten rekursiver Algorithmen lasserhaicanchmal mit
Rekurrenzen beschreiben.
Lésen von Rekurrenzrelationen: Abschatzungsmethode
— Berechne T(n) fir einige n.
— Schatze geschlossene Form fiir T(n) (oder ggf. ohradke) ab.
— Beweise dass geschéatztes T(n) korrekt ist.
Allgemeine Ldsung fir Teile-Herrsche Probleme:
Teile-Herrsche Probleme lassen sich i.A. durch Biekurrenz der Form: T (n)=ax*T (n/b)+ f (n) charakterisieren
wobei a=>1 , b>1 und f(n) eine Funktion tberIN ist. Fir deartige Rekurrenzen gibt es eine allgeeebsung.
Hauptsatz tber lineare Rekurrenzen
Sei a>1,b>1 seif(n) eine Funktion und T(n) gegeben durch di&wrrenz T (n)=ax*T (n/b)+ f (n) dannist
T(n) asymptotisch beschrankt durch
- wenn f (n)eo(n"’%a‘e) fir e>0 ,dannist T(n)e@(n'ogba)
- wenn f(n)e®(n°**) dannist T(n)e® (n°**xlog,n)
- wenn f(n)eQ(n°®**) fir e€>0 undwenn ax f (n/b)<cxf (n) furc<1und geniigend groRe n,

dann T(n)e®(f (n))

Beweis: siehe Theoretische Informatik
Weitere Umrechnungen:

1+2+..4+n=1/2n(n+1) ; 1+2+..42"=2""-1 ; 1+4+..+n*=1/6n(n+1)(2n+1)
n
i ADT Liste:

; “ogZIJEQ(nlogzn) Slgnatur Liste(T) Axiome:
Verkettete Liste create: -> Liste  Al: head(append(x,l)) = x
Eigenschaften einer verketteten Liste: — append: T x Liste ->Liste  A2: tail(append(x,l)) =
- Duplikate sind méglich; kontrollierte Reihenfolgerd - head: Liste >T A3: length(create) = 0

Elemente Uber Index. — tail: Liste -> Liste  A4: length(append(x,B)1 +

Listeninterface in Java ist java.util.List (konledmple- - length: Liste >IN length(l)

mentierung als java.util.LinkedList)

Iteratoren:= Mdglichkeit der Navigation durch eine bel.
Datenstruktur. Mit einem Iterator wird der Besudtee
Datenstruktur unabhangig von der konkreten Impldiraamg dieser. Eine Datenstruktur kann sorr{
mehrmals gleichzeitig traversiert werden. (Impleti@ang als innere Klasse der Listenklasse da
auf die Instanzvariablen der Listenklasse zugegnrifferden kann, innere Klasse = enthaltene Kla
die nicht statisch ist (Stichwort: geschachteltagdskn)). Syntax anonymer Klassen:

java.util.lterator:
public interface Iterato

boolean hasNext();
Object next();
void remove();

1

new ADT Menge(T) Signatur: equals: Menge x Menge -»Bo single: T -> Menge
BaseClassOrinterface(create: -> Menge containsAll: Mengklenge -> Bool.
{ class-def. } add: T x Menge -> Menge intersect: Menge x MengMenge

isIn: T x Menge -> Bool. diff: Menge x Menge -> Menge

del: T x Menge -> Menge empty: Menge  -> Bool union: Menge x Menge -> Meng




Typ-Parameter in Java. Syntgublic class/interface<A>optionalextends/implements Parentclass<#msbei A den
Typparameter darstellt.

ADT Menge kann zum Beispiel als verkettete Listplementiert werden.

Verwendet man eine Menge mit Sortierung so kénnemidngenoperationen schneller (O(n)) implementientden.
Sortieren einer Menge:

Gegeben: Grundmenge U mit totaler Ordnung<. auf dieser, gesucht ist Anordnung von M gema&. . Eine

Sortierung heif3tabil, wenn gleiche Werte ihre relative Reihenfolge héfdern. Formal: wenn k < jund€, =€; dann
,=perm(k)<perm(j)=j, und € =€,
Man unterscheidet verschiedene Klassen von Socetifatwen:
— interne Sortierverfahren: sortieren von DatensaizeRauptspeicher. Direkter Zugriff auf alle Elenten
— externes Sortierverfahren: sortieren von Massenddie auf externen Speichermedien gehalten welegriff auf
Ausschnitt der Datenelemente beschrankt.
Objektvergleiche zur Sortierung in Java: in Ja\# g6 das Interface java.lang.Comparable das @zee Methodeublic
abstract int compareTo(Object ajeklariert, diese kann als Basis fur vergleiche@bgkte genommen werden. Dabei
sollten die Methode einen negativen Wert liefermmvéhis < o, 0 wenn this = 0 und einen positiverrtMenn this > o ist.
Sortierverfahren
1. Selection sort (,Sortieren durch Auswahlen®)
Idee: I6sche nacheinander alle Maxima aus einge Nsund flige sie vorne an eine anfangs leere Bigsliste L
an, die Ergebnissliste ist dann aufsteigend soffi#nima Iéschen fiihrt zu einer absteigenden $autig).

Aufwandsabschatzung fir selection sort bei Impleieeumg mit verketter Liste: Tse|son=@(n2)

2. Insertion sort (,Sortieren durch Einfligen*)
Idee: Sortieren von Spielkarten, starte neuen Staperster Karte; nimm je erste Karte vom Stapad flige sie an
der richtigen Stelle im neuen Stapel ein. Konkisb:aseien n-1 Werte bereits sortiert so kann mamrdten Wert
einsortieren indem wir seinen Platz an der richtigelle in der bereits sortierten Liste finden dinelrestlichen
Elemente nach hinten verschieben. Wiederhole diemge bis Originalliste leer ist. Aufwandsabschéatgfir

insertion sort: T, .,,(N)=0(n?) .Im besten Fall ist Gesamtaufwand O(n).

3. Bucket sort (,Fachersortierung”)
Diese Sortierung setzt voraus das die zu sortieredemente im Intervall von [0,1) liegen bzw. ggleerden
kénnen. Man erstellt nun mit einem Hilfsarray n Ikgrcin welche die Elemente einsortiert werden (mB.Index

[[n*xA[i]]] ). Nun werden die einzelnen Facher noch mit insersiort sortiert. Sind die Werte gleichmaRig

verteilt so ergibt sich ein Aufwand vonT (n)=0(n) ! (dies liegt daran das gewisse Vorrausetzung vantl
verlangt werden). Nicht praktibel wenn die zu ssghden Werte gréRer sind als die Anzahl der Elégnen

4. Radix sort (Radixsortierung)
Verallgemeinerung der Fachersortierung. Anstatjdiden infragekommenden Wert ein Fach anzulegesh dieser
als Schlussel in Segmente aufgeteilt. Pro Schiiédsgibt es ein Fach. Die Elemente werden genh@gsi
Schliisselteils per Fachersortierung sortiert. Memdtigt also keine n Facher mehr sondern nur npalokei k die
Anzahl der Schliisselteile ist (z.B. 10). Aufwandstitzung fir radix sort: T4, =0 (n*log,Nn) Setzt
allerdings vorraus das Sortierschlissel in Segmeunigeteilt werden kann, also eine feste Strukatr h

5. Merge sort (,Sortieren durch Mischen*)
Teile-und Herrsche: Liste der Langen=2" m > 0 in zwe:i Teillisten der Langen/2=2""1 zerlegen und
diese Teile wieder rekursiv mit merge-sort sortiedbes Leere oder einelementige Liste vorhandediéste ist dann
bereits sortiert. Zusammenfiigen der Ergebnisse@herg sortierten Ergebnisliste (eigentliches soeth).
Aufwandsabschéatzung fur merge sortl merg‘=0( nxlog, N) . Mergesort ist ein stabiles Verfahren. Schnellstes

Verfahren auf verketteten Listen wegen der gerang@ahl an Vergleichen. Verbreitestes Verfahrenexternen
Sortierung(wegen aufteilung in Teillisten).
Reihungen:
Eignen sich besser als verkettete Listen fir dag&uvon Elementen, direkter Zugriff auf Elemengirah. Dies
beschleunigt erheblich das setzen und I6schen lemdnaten an direkter Position (O(1)!) im VerglemhMengen die auf
verketteten Listen basieren. Einfligen und LosclenBlement aus der Mitte mit Aufwand O(n) da rebtin Elemente nach
rechts geschoben werden mussen. Bewahrt sind dgoclenReihungen die die Speicherreservierung ewtspnd erhdhen so
dass immer genugend Platz reserviert ist.
Bindrsuche
Vorraussetzung: eine sortierte Reihung und ein Efgmach dem in der Reihung gesucht wird. Idee:
— greife Element in der Mitte der sortierten Reihimegaus (oder etwa der Mitte)
- vergleiche dieses mit dem gesuchten Element. Bakseinstimmung fertig.
- Keine Ubereinstimmung, so suche in der Halfte weiteler es nach der Sortierung liegen muss. Fédieesolange
rekursiv aus bis Element gefunden oder der zu duddtende Teil nur noch Lange 1 hat.
Aufwandsabschatzung im durchschnittlichen Fal-lfbina,y(n)=0 (|Og2 n) (sequentielle Suche hat Aufwand von O(n))
Das Prinzip das hinter der Binérsuche steckt wirchdisektion genannt, man kann jedoch oft schneller zum Ziehken
wenn man nicht blind halbiert sondern wissen tbertéVerteilung des zu durchsuchenden Bereichsintieeieht
(Interpolation). (Bsp.: Nullstellensuche einer Funktion). Bei tlegerpolation wird anstatt in zwei gleich groRelftéin, der
Suchbereich in die Halften geteilt die den bestdolf versprechen (dabei wird Wissen Uber Daterugah




Es folgen nun weitere Sortierverfahren die Eigeaffen der Reihung ausnutzen (das auf ein ElemanAuafivand O(1)
zugegriffen werden kann). Folgende Verfahren agbeithne Kopie auf ein und derselben Reihung.
Sortierverfahren (Fortsetzung, speziell fir Reihungn geeignet)
6. Bubble sort (,Blasensortierung®)
Reihung wird wiederholend durchlaufen und dabeidearbenachbarte Elemente in die richtige Reiheafolg
gebracht. Somit Uberholen gréRere Elemente diedden und drangen ans Ende der Folge vor.

Aufwandsabschatzung fur bubble sorfT ., ,=0(n%)

7. Heap sort (,Haldensortierung")

Sortieren durch Auswéhlen gepaart mit einer Haldéatenstruktur, da bei einer Halde die Maximumald nur
of Iogzn) Schritte dauerte. Halden sind ideal zur Implemeutig von Prioritatswarteschlangen.

Haldeneigenschaft: der Wert eines Knotens ist grofler gleich dem Wert seiner zwei Nachfolger. Dadust der
Knoten mit maximalem Wert immer an der Spitz delddanach Entnahme dieses Wertes muss Halde wieder
umgeordnet werden damit Haldeneigenschaft wiedéhtast. Es ist auch moglich in O( nlogzn) eine Reihung
in eine Halde mit Haldeneigenschaft einzuftigen.

8. quick sort (,Sortieren durch Zerlegen*)
Teile-Herrsche Verfahren:
Zerlege Gesamtaufgabe in zwei Sortierteilaufgabetei linker Teil der Reihung kleine Werte und dcechte Teil
groRe Werte enthélt. Eine solche Anordnung wirdjestellt indem im Rahmen der Zerlegung zunachgyein
Reihungselemente ihre Platze tauschen. ZusammentlageT eillésungen ist trivial und einfach die katdnation
dieser. Sortierung findet innerhalb der gegebengihuiRg statt (in-situ Verfahren). Das Platztausalesh zerlegen
erfolgt folgendermalRen: Auswahl eirfeisotelements p(mdglichst mittig in der Reihung) welche die Tretatie
darstellt, links davon sind alle Elemente die kéeigleich p sind und rechts davon alle die groReicly p sind. Eine
solche Partitionierung erfolgt wie folgt: startevggls am Anfang und am Ende riicke links wie audht®in
Richtung des Pivotelements vor bis ein Wert deRgrdbzw. kleiner bei rechtem Index) als p ist queelbst
erreicht ist. Sind je auf einer Seite zwei solchgiiltigen Werte gefunden worden tausche diese aime ffort bis

rechter Index < als linker Index ist. Aufwandsalitebng fiir quick sort: T4 (N)=0(nlog,n) falls das

Pivotelements immer genau mittig gewahlt wird. kchlechtesten Fall hat man abeO( n2) . In der Praxis und in
der Regel ist aber quick sort extrem schnell. Vssbeungen in der Wahl von p:
zufélliges p bestimmen oder mehrere ,Kandidaterstioeanen und von denen die Mitte wahlen.
Bemerkung: bei weniger als 10-20 Elementen ist atgr&inflgesortierung schneller als Quicksort dd&lagn man
die Rekursion nicht bis zur einelementigen Listdda lassen sondern friiher auf die Einflgesortgumsteigen.
Theoretische untere Schranke des Sortierens
Es gibt kein Sortierverfahren das auf Vergleichen 8chlisselpaaren beruht und schneller & nlogzn) ist. Das

Sortierproblem hat damit didKomplexitat von O( nlogzn)

Streuspeicherung (Hash-Tabelle)

Eine Streuspeicherung ist eine Reihung in die Wairtgesetzt werden und in der nach Werten nachtpemrhwird.Die

Grolie der Streutabelle wird wesentlich kleiner ddtnéls der mogliche Wertebereich. Einzufigendentelete werden nun

mit einer Hashfunktion Uber die Tabelle verstr&imfiigen eines Elements e:

1. Schlussel k fur e berechnen.
2. h(k) =i bestimmen und Element in die Reihundgsgelle i speichern, falls der Platz noch frei ssmst
Kollisionsbehandlung durchfiihren.

Die Suche nach einem Element verlauft genauscstEsdht notwendig das eine totale Ordnung aufziespeichernden

Objekten vorhanden ist. Streutabellen haben irReégel eine feste GroRe.

Die Streufunktion h wird i.A. nicht injektiv gewahdadurch kann es zu Kollisionen bei den bere@m8chlusseln geben.

Lastfaktor/Belegungfaktor einer StreutabelleBF :=|G'|/|I| wobei G' die Schliisselmenge und | die Menge degitser

vergebenen Indizes darstellt.

Kollisionsvermeidung:

— durch Wahl der Streufunktion h, Schlissel mégligisichméssig verteilen, h sollte effizient beredbar sein.

z.B. setzte GroRe der Streutabelle auf m fest, ivobeine Primzahl ist. h(X)=xmocm

ist die GroRe eine Zweierpotenz alsp=2* so ist gute Streufunktion h(X)=(Xxmoc p)mocn p ist Primzahl

und N<p<k|G| .

sollten die zu speichernden Werte einen ZusammenhamPrimzahl p haben, dann wahle zufalli§#a< p und
b<p : h(x)=((ax+b)moc p)mocn

— Auflésung durch Verkettung. Elemente mit gleicheddx werden als Elemente einer verketteten Listgean
entsprechenden Tabelleneintrag eingehéngt. Dadstreischen mdglich. Aufwandsabschatzung im schistem Fall:

O(n) undim besten O(1)

— Aufldsung durch Sondieren (,open addressing”) BeeeKollision wird mit zyklisch nach einer Liickegucht, z.B. in
Richtung des nachsten Elements. Dabei kdnnen Sékkwitisionen auftreten, daher sollte die Fortsitefenktion c
nicht linear sein oder selbst wieder Hashfunkthorteile: keine Listen, sparsamer Speicherverbrabethteil:
Loschen ist schwierig und nicht direkt méglich(iitschmarkierung, etc.). langsamer als Kollisionkesufng durch
Verkettung. Um jede Stelle der Tabelle durch crzaiehen muss die Schrittweite und Tabellengréfierteemd sein.

Kombinationen sind mdglich zwischen sondieren uedkéttung. Grundsatzlich will man Laufzeit O(1)edchen bei hohem

Lastfaktor aber O(n) -> versch. Verfahren z.B. Raoisation bei hohem BF (dynamisch durch anlegenReihung)




Suchbdume
Baume kann man sich grundséatzlich als strukturdigsild des Teile-Herrsche Prinzips vorstellen. Binarer Suchbaum ist
ein Baum dessen Knoten maximal zwei Kinder habémHBhe h eines Knotens entspricht der Anzahl der Kants d
langsten Pfades zu einem von diesem Knoten ausldregen Blatt. Die Baumhoéhe ist die Hohe der Wiurze
Blattbaum/hohler Baum: Nutzdaten werden nur in den Blattknoten gespeicher

Naturlicher Baum: Nutzdaten werden an jeden Knoten gespeichert.

Ausgewohgenemhalancierter Baum: fur jeden Knoten unterscheiden sich die Hdher Unterbdume nur um héchstens 1.

ADT BinBaum(T): SuchBaum(T) T mit Ordnungsrelation
Signatur: Axiome: create: -> BinTree
— create: -> BinBaum Al: left(bin(x,b,y))=x g$: T x BinTree -> BinTree
— bin: BinBaum x T x BinBaum -> BinBaum A2: right(binb,y))=y find: T x BinTree -> Boolean
— left: BinBaum -> BinBaum A3: value(bin(x,b,yp= delete: T x BinTree -> BinTree
— right: BinBaum -> BinBaum A4d: empty(creatt)re

— value: BinBaum >T A5: empty(bin(}p=false

- empty: BinBaum -> Boolean

Ein Suchbaum ist ein binarer Baum der folgenderma®ganisiert ist. Im linken Teil bzgl. der Wurzedfinden sich Eintréage
die < sind als die Wurzel und im rechten Eintrage>d(oder auch >=) sind als die Wurzel. Diese @iggtion findet man bei
jeder Wurzel wieder. Somit befindet sich das Minimeaines solchen Baumes immer am linkesten Ast ntgpeechend das
Maximum am rechtesten. Eine Suche findet somitfolgt statt. Man beginnt bei der Wurzel (Vergleids Wertes) und
verzweigt in den Teil des Baumes in den der Wdittdies wiederhole man so oft bis der entsprechatadt gefunden
worden ist oder man am Ende des Baumes angeldngt is
— Einfligen in den Suchbaum: beginne bei der Wurzel und stgigéei suche den Baum ab bis ein Blatt erreigthhdnge
neuen Eintrag entsprechend an dieses Blatt.
— LoOscheneines Elements:
1. Fall: Léschen eines Blatts. Suche den zu |6stdreikKnoten im Baum entferne Knoten
2. Fall: Loschen eines Knotens mit nur einen Ndgdefo Nachfolgerzeiger parent und parent.left/rightsprechend
umsetzen.
3. Fall: Léschen von inneren Knoten mit 2 Nachfofgécrsetze zu I6schenden Knoten durch gréRtendfnion linken
Unterbaum oder durch den kleinsten Knoten im rechhsterbaum(beide haben max. 1 Nachfolger) deiigenz
Nachfolgeknoten kann leicht wie im 2. Fall behahdairden.
Suchaufwand bei ausgewogenen Baume@ ( Hohe)=0(log,n) . Einfiigen in O(HBhe)=0(log,n) bei
ausgewogenen Baumen, ebenso LoschenGH Hohe)=0 (log,n)
Je nach Einfiigereihenfolge sehen Suchbdume andaers a
AVL(Adelson, Velskii, Landis)-Baume
Sind Suchbdume die ausgewogen sind und diese Eflgghhsuch erhalten.
Balance-Faktoeines Knotens v = Differenz zwischen der Hohelidéen Unterbaums und der Hohe des rechten
Unterbaums. Dieser Balance-Faktor gibt an ob eitetblaum der beim Knoten beginnt ausgewogen ist midat. Ein
ausgewogener Baum hat einen Balance-Faktor zwisdh&nDer Balance-Faktor muss bei Anderungen ammBaventuell
wieder neu berechnet werden dies geschieht baindizeits ausgewogenen Baum m@( |Og2 n) . Die Bedigung fur
AVL-Béaume lautet wie folgt:
AVL-Bedingung:sei e beliebiger Knoten eines bindren Suchbaumed(e) die Hohe des Unterbaums mit Wurzel e, dan
gilt fir die beiden Kinder e.links und e.rechts van |h(e.links)—h(e.recht:)|<1 . Ein AVL-Baum hat im
schlechtesten Fall fur Einfigen, Léschen und Sueheen Aufwand von O( |ngn)
— Einfigen:
1. Einfuigen wie bei bindren Suchbaum.
2. Neuberechnung der Balance-Faktoren auf dem@fiadneuen Knoten zur Wurzel irO( |ngn)
3. Ausbalancieren, falls ein Knoten mit Balancedakt .> 2 vorliegt. Dies ist mit Aufwand O(1) maglich:

Es gibt prinzipiell zwei unterschiedliche Falle iedusbalancieren:
Fall A: (siehe linker Kasten) neu wird hinzugefiigte Knoten y und x werden :
einmal rotiert, d.h. Y wird neue Wurzel und diehiecHéalfte kippt nach unten (sie |

rechter Kasten) '

Fall B: In diesen Fall wird zunéchst eine Vergrafber betrachtet wie am

rechten Rand erkenntlich. Nun wird der Knoten weneu

urzel und x wird in Richtung des niedrigeren Tailins
erschoben. Es findet also eine Doppelrotatiort gtatit w
und dann nochmal w mit x. Die Situation danacly#siz
rechts zu sehen. Das Einfugen erfolgt also in lkomnet Zeit. Hinweis das ausbalancieren
Baumes ist nur in den Unterbdumen notwendig di@isgewogen sind.

Nachteile eines AVL-Baums: zusétzlicher PlatzbeflarBalancefaktoren. Komplizierte Implementierung
Aber Vorteil: alle Operationen erfolgen in ZeitO(log,n) !

Graph-Grundlagen (siehe Theoretische Informatik)
Def.: Spannbaum: Sei G ein Graph und R ein zyklenfreier Teilgrapin &, der alle Knoten von G enthélt und sind G BRnd
beide zusammenhéngend, dann heiSp&nnbaumvon G.

Cneu

h




Eine Familie von Teilgraphen G, heiRtPartitionierung eines Graphen G genau dann wenn: jeder Grdph

zusammenhangend istundv'i, j€{1,...,n} ,i#j=>V,NV,;=08 , U_; V;=V jeder Graph G; wird

dabeiKomponentevon G genannt.

Eine Zusammenhangskomponent& eines Graphen ist ein zusammenhangender Teligmap G, der in keinem anderen

zusammenhangenden Teilgraph von G enthalten ist.rdaximaler zusammenhangender Teilgraph von G.

Jeder Graph kann somit in eindeutige Weise in ddadé seiner Zusammenhangskomponenten partitionéeden.

Hat ein gerichteter azyklischer Graph (DAG) nureeiffurzel so heil3t dies&vurzelgraph.

Der Grad eines Knoten beim Baum ist die AnzahINkchfolgeknoten. Grad des Baumes ist der maximede Geiner

Knoten. Lange des Pfades von der Wurzel bis zindimoten k bestimmt die Héhe von k im Baum.

Darstellung von Graphen im Rechner:

— Adjazenzmatrix: Matrixdarstellung wobei Spalten uadlen Knoten sind und die Eintrage angeben ob ®¥erbindung
vorliegt oder nicht (oder es kénnen auch Kantenget®igespeichert werden). Allerdings Speicherveveadung bei

diinnen Graphen O(?)

— Adjazenzlisten: fur jeden Knoten wird eine Listgalegt wo die Kanten gespeichert werden die voseaieKnoten zu
einem anderen Knoten gehen. Sehr wenig Speichehweesidung aber kostspielige suche nach Kant@(| E|) .

— Reihung: am Anfang der Reihe werden die Knoten eiaeimder gespeichert, wobei als Inhalt der Anfamdgst des

Eintrags gespeichert wird der einen Knoten alsktiire Nachfolger hat. Liegen Wy —.
mehrere Nachfolger vor so kann man solange weiteryéis der Index des [G17]c]0]2]213]<]114]
nachsten Knoteneintrags erreicht ist. Dies ist apeh kompaktere Darstellungal —7. 2 2 4 5 & 7 8 9 10
mit aufwandigen Anderungen (Einfiigen/Léschen) vadan. " “Knoten Kanten

Eulerscher Pfad: Pfad der alle Kanten umfasst und jede genau eidorahlauft.
Eulerscher Zyklus: Eulerscher Pfad, bei dem Start- und Endknotentigtgnsind. Es existiert ein Euler-Zyklus gdw. der
Grad jedes Knoten durch 2 teilbar ist und der Gagammenhangend ist.

Graph-Traversierung

Ziel ist es in einem Graph jeden Knoten einmal esughen.

— Tiefensuche (Depth first search DFS)besuche zuerst die Kinder jedes Knotens, abstdigezum Blatt dann zum
néchsten Blatt,..., sind alle Bléatter besucht zkiziem Elternknoten und eventuell noch unerfors@hvieige besuchen.
Dabei muss markiert werden was schon alles besugatite. Es wird also nur die Zusammenhangskomporersecht.
Eine Implementierung einer DFS kann iterativ mitteines Kellers oder auch rekursiv erfolgen. Oftnétd ein Graph
benutzt um eine bestimmte Aufgabe zu erledigenebDaliterscheidet man was beim ersten betreten Kimetens zu
tun, was ist zwischen den Besuchen der Nachfolgéurz, was ist nach Besuch aller Nachfolger zuuh was ist beim
Abstieg zu tun. (Bsp.: Zéhlen der Knotenzahl iregirBaum). Ein Inorder-Besuch eines bindren Suchbeient eine
sortierte Liste. Eine solche Inorder-Traversiergagn wie folgt erfolgen:

1. beginne am linkesten Knoten, und setze aktiahkition auf ndchsten Knoten (hier unterscheidet tad-alle:)

— 1. Fall: alte Position hat genau einen rechten kégér: gehe zu diesem Knoten und wandere sofatieri zum
linkesten Knoten ab.

— 2. Fall: alte Position hat keinen rechten (wie aligken) Nachfolger. Falls man nun von links kornrsutist die
nachste Position die unmittelbare Wurzel der diesition. Falls man von rechts kommt wird solange
zuriickgegegangen bis schliesslich ein Knoten gefarvelirde von man nicht mehr rechter Nachfolger(iBtachte
den Fall falls man die Wurzel erreicht hat)

DES-Nummerierundsraph bzw. Knoten werden mit Nummern versehenisci® bei der Tiefensuche durchlaufen

werden. Weitere Anwendungen DFS-Algorithraus Erkennung von Zyklen.

— Breitensuche (Breadth first search BFS)besuche die Knoten ebenenweise, also erst aélire 0 dann in Hohe 1
usw. Eine Breitensuche kann mittels einer Schlamgpdementiert werden.

Klrzeste Pfade

Gesucht sei der kirzeste Pfad zwischen zwei gegeldénoten in einem Graphen. Die verallgemeinersel@hge wird nicht

durch die Kantenzahl bestimmt sondern durch dierBamer positiven Kantengewichte.

Satz: Fir jeden kiirzesten Pfadp=(V, V; ...,V,) von V, istjeder Teilpfad p'=(V,,...,v;),0<i<j<k ein

klrzester Pfad von V; nach V;

Algorithmus von Dijkstra(auf positiv gewichteten gerichteten Graphen)

— markiere alle Knoten als unbesucht.

- Setzev.sp=0undw.sf=o0 firalle w#Vv

— solange nicht besuchte Knoten existieren
— 1. Minimumauswahl: wahle/besuche einen Knoten wwrsp minimal (bei 1. Iteration wird wg. v.sp v@ewahlt)
— 2. Aktualisierung: fur alle Kanten (w,z) zu unbesien z:

wenn (w.sp + c(w, z) < z.sp)
dann setze z.sp := w.sp + c(w, 2)

Aufwand fiir Minimalauswahl mittels einer Halde isO(|V |*log,|V|)

Gesamtaufwand fir den Algorithmus O ((|E|+|V|)*log,|V|)

Minimaler Spannbaum

Gegeben sei ein ungerichteter Graph mit Kantendeeanc Gesucht sei ein zusammenhangender Teilgepdlld Knoten

enthélt, wobei die Summe der Kantengewichte minista(Dieser Teilgraph muss ein Spannbaum sein).

Der Algorithmus fur die kirzesten Pfade lieferteesi Spannbaum kirzester Pfade fir ein gegebenetefKrafolgedessen

kann man fur alle Knoten die Spannbaume bereclasse lund den minimalen auswahlen.




Algorithmus von Prim:

Beginne mit einem Knoten der sicher zum minimalparibaum gehort (dies kann jeder sein!)

suche nun aus den mit Kanten verbundenen benaehbianbten denjenigen der den kiirzesten AbstandAmfiangsknoten
hat. Diese Kante muss zum MSB gehéren (Wiedersphgskeis!) und wird hinzugenommen. Wiederhole digsiem neu
hinzugenommenen Knoten wobei Kanten zu bereitsdivsn Knoten nicht mehr beachtet werden. Wiedertliele solange
bis alle Knoten zum MSB gehorenO(| E|+|V|*log,|V |)

Algorithmus von Kruskal:

Man beginnt nun mit einem Wald von einzelnen Knatad fugt diese nach und nach zum MSB zusammerinBegnit
sortierter Kantenliste(nach Gewichten) in aufste@geReihenfolge. Eine Kante gehért zur Lésung wa&an

— einen vorhandenen Baum um einen noch nicht betrsshKnoten erweitert.

— Zwei noch nicht betrachtete Knoten verbindet (neei neuen Baum),

— zwei verschiedene Baume verbindet.

Nun kann man die Kanten nacheinander betrachtesafiodt entscheiden ob die Kante zur Lésung getubet nicht.

Fiir die Implementierung eignet sich z.B. eine Haklgwandsabschatzung: O (| E|xlog,|V|)

Ergénzung zu elementaren Datenstrukturen

Besondere Listen:

— Orthogonale ListenEinsatz bei sehr diinn besetzten Matrizen; dieehi&femente werden dabei gleichzeitig in mehrer
Listen gefuhrt. In der Regel verwendet man ein&eftete Liste pro Zeile und eine pro Spalte, zudesichert jedes
Listenelement noch seinen Zeilenindex und Spalteninin der Matrix sowie den Zeilennachsten bzw It8paéchsten

Keller (Stack)LIFO-Strategie
Ein Keller ist gedanklich ein Stapel auf den Eleteatraufgelegt sowie wieder von oben abgenommedewekdnnen. Somit

funktioniert er nach dem LIFO (Last In First Out)Rip. Implementiert werden kann ein Keller z.Bt miner Liste.

Schlange (queyd-IFO-Strategie

Ahnlich wie beim Keller nur das hier das wegnehmen Elementen am anderen Ende geschieht sodaBde
Eigenschatft erfillt ist. Auch eine Schlange kanheiner Liste implementiert werden, dabei wird rneis zusatzlich ein
Zeiger auf das letzte Element verwendet.

Eine Sonderform der Schlange ist die zirkulare BeghHier muss man sich eine Reihung als geschlosd€ras vorstellen
wobei das erste Element auf das letzte folgt. Rdex i heiRt das i = Indey %emaxSizeOfQue!
Prioritatswarteschlange (priority queue)

Fast dieselbe Struktur wie Schlange nur das dimé&Mhe nun eine Prioritat haben und somit zuergtmigen Elementen
herausgenommen werden welche die héchste Pribatin. Auch hier kann eine Implementierung mitéier Liste
erfolgen (bei der Implementierung ist teilweise dasvenden von Schleppzeigern nétig), diese kawh doppelt verkettet
sein was die Implementierung etwas erleichtern kann

Bindrbaum

Ein Binarbaum ist ein Baum mit max. VerzweigungsigaDabei kdnnen die Elementen einen solchen Biimes nach

bestimmten Regeln angeordnet sein (siehe Suchbdalae). Die Implementierung eines Binarbaumes kaienfolgt

erfolgen:

— Verweis von Knoten zu Nachfolgern oder Verweis Wathfolger auf Vorganger oder beides.

— Indexreihungen: jedem Knoten wird ein Index zugeetdvobei Index -1 fir keinen Nachfolger steht. Bteuktur ist
dann in Tabellenform aufgebaut wobei die Spalteneitizelnen Knoten sind und in den zwei Zeilenldikzes der
linken und rechten Kinder stehen. (bei Baumen ilitenen Verzweigungsgrad missen entsprechend miéén Ze
gespeichert werden)

— Impliziete Darstellung mit einer Reihung: Knotenrden wie folgt in einer Reihung gespeichert. Wusasl an erster
Position. Der linke Nachfolger von Knoten i staltd[2*i], der rechte in A[2*i+1] somit findet manesh Vorganger eines
Knotens k bei A[k/2].

Binare Halde

Eine Halde zeichnet sich durch folgende Eigenscnadt

Haldeneigenschaft: Der Wert eines Knotens ist groBer gleich dem Wert seiner zwei Nachfolger (agdlir < ).

Somit steht an der Spitze der Halde das groRtenéte Element. Eine Halde ist daher ideal zur bnntierung einer

Prioritatswarteschlange geeignet. Fir eine Haldd g&rn die impliziete Darstellung (letzter Punkirb Binarbaum) mit

einer Reihung verwendet. Grundlegende Operationéaiaer Halde laufen demnach wie folgt ab:

- Entnahme eines Elements: (es geniligt den Fall zadhéen wenn das gro3te Element entfernt wird) Ne&fernung
des groften Elements wird der letzte Knoten arsgitze der Halde kopiert. Nun wird die neue Spitieseinen beiden
Nachfolgern verglichen und mit dem gréReren vedhtjsviederhole dies bis die Haldeneigenschaft enexifillt ist.
Erfolgt im schlimmsten Fall in O(2xlog,n)

— Einfigen in eine Halde: Neues Element wird alstéstZlement an die Reihung angehangt. Falls det gv@Ber als der
des Elternknotens ist wird getauscht, wiederhadeHzldeneigenschaft wieder erfillt ist. Schlimmgétal in

O(log,n)
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