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Vorbemerkung

Dies ist eine Zusammenstellung der Aufgaben, die in den letzten Jahren in den
Ubungen zu den Vorlesungen Wahrscheinlichkeitsrechnung 1 fiir Informatiker
und Ingenieure und Finfiihrung in die Stochastik fiir Elektrotechniker und den
entsprechenden Vordiplomsklausuren an der Technischen Fakultédt der Univer-
sitdt Erlangen-Niirnberg gestellt wurden.

Die Aufgaben sind zwar grob nach Themengebieten sortiert, aber eine eindeutige
Zuordnung ist nicht immer moglich, da vor allem bei Klausuraufgaben mehrere
Teilfragen aus unterschiedlichen Bereichen gestellt werden.

Da diese Aufgabensammlung nicht als solche konzipiert wurde, sondern die
Aufgabenstellungen mehr oder weniger wortlich aus den Ubungs- und Klau-
surbldttern ibernommen wurden, taucht gelegentlich die gleiche Fragestellung
in unterschiedlichen Formulierungen mehrmals auf.

Zu den Aufgaben, die im ersten Kapitel mit (L) markiert sind, findet man im
zweiten Kapitel Losungsvorschlige. Diese Losungsvorschlige nehmen nicht fiir
sich in Anspruch, die jeweils eleganteste oder alleinseligmachende Losung zu
sein. Fiir ihre Richtigkeit gilt auflerdem wie bei der Ziehung der Lottozahlen:
Ohne Gewibhr.

Friedrich Graef

Lehrstuhl fiir Angewandte Mathematik II
Friedrich-Alexander-Universitét Erlangen-Niirnberg
Martensstr. 3

91058 Erlangen

Email: Friedrich.Graef@am.uni-erlangen.de
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1 Aufgaben
1.1 Ereignisse, Laplace-Experimente

Aufgabe 1: (L) A, B und C seien Ereignisse aus einem Wahrscheinlichkeits-
raum (€2, A, P). Stellen Sie die folgenden Ereignisse unter Verwendung von Men-
genoperationen dar:

(a) Nur A tritt ein.

(b) A und B, aber nicht C treten ein.

(c) Alle drei Ereignisse treten ein.

(d) Wenigstens eines der Ereignisse tritt ein.

(e) Wenigstens zwei der Ereignisse treten ein.

(f) Genau eines der Ereignisse tritt ein.

(g) Genau zwei der Ereignisse treten ein.

(h) Keines tritt ein.

(i) Hochstens zwei der Ereignisse treten ein.

Aufgabe 2: (L) A sei die Menge der Teilmengen von natiirlichen Zahlen, die
entweder selbst endlich sind, oder deren Komplement endlich ist.

Zeigen Sie, dass A eine Mengenalgebra, aber keine o-Algebra ist.

Aufgabe 3: Gibt es eine Mengenoperation *, so dass man eine Mengenalgebra
als eine Menge A von Teilmengen von 2 mit den Eigenschaften

Q e A
A/ BeA = AxBeAd

definieren kann?

Aufgabe 4: Zwei Personen werfen unabhéingig voneinander zwei nicht unter-
scheidbare regulire Wiirfel. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass sie die
gleichen Augenzahlen werfen?

Aufgabe 5: Zwei Personen werfen unabhingig voneinander zwei regulire
Wiirfel. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass die beiden Personen die gleiche
Augenzahlsumme werfen?

Aufgabe 6: (L) Drei der klassischen Probleme der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung: Welches der Ereignisse hat jeweils die grofite Wahrscheinlichkeit?

a) Augenzahlsumme 9 oder Augenzahlsumme 10 beim Werfen dreier regulérer
Wiirfel. (Galilei und der Herzog der Toskana).

b) Mindestens eine Sechs bei 4 Wiirfen mit einem Wiirfel oder mindestens ein
Sechserpasch beim 24-maligen Werfen von zwei Wiirfeln. (de Méré).

¢) Mindestens eine Sechs beim Werfen von sechs Wiirfeln, mindestens zwei
Sechsen beim Werfen von 12 Wiirfeln oder mindestens drei Sechsen beim Werfen
von 18 Wiirfeln. (Frage von Pepys an Newton).

Aufgabe 7: Aus einer Urne mit 3 roten und 4 schwarzen Kugeln und aus einer
Urne mit 2 roten, 2 weilen und 3 schwarzen Kugeln wird je eine Kugel gezogen.
Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass die gezogenen Kugeln die gleiche Farbe
haben?

Aufgabe 8: (L) 4 Kugeln werden zufillig auf acht in einer Reihe angeordnete
Schubladen verteilt, wobei in jede Schublade hochstens eine Kugel gelegt werden
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darf. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens zwei benachbarte
Schubladen belegt werden?

Aufgabe 9: (L) Aus einem Regal mit fiinf verschiedenen Paar Schuhen werden
zuféllig vier einzelne Schuhe genommen. Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit,
dass wenigstens ein Paar dabei ist?

Aufgabe 10: (L) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass beim viermaligen
Werfen eines regulidren Wiirfels

a) die groBite geworfene Augenzahl die 4 ist,

b) die kleinste geworfene Augenzahl kleiner oder gleich 4 ist.

Aufgabe 11: (L) Ein regulirer Wiirfel wird n-mal geworfen. Wie grof} ist unter
der Annahme, dass es sich dabei um ein Laplace-Experiment handelt, die Wahr-
scheinlichkeit des Ereignisses, dass die kleinste geworfene Augenzahl die Zwei
und die grofite geworfene die Fiinf ist?

Aufgabe 12: (L) Ein reguldrer Wiirfel wird dreimal nacheinander geworfen.
Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass man dabei eine streng monotone Folge
von Augenzahlen erhélt?

Aufgabe 13: (L) Die Ecken eines Wiirfels sind gleichméBig schriig abgeschliffen
worden, so dass der Wiirfel auch auf jeder dieser Ecken liegen bleiben kann.
Allerdings ist die Wahrscheinlichkeit einer Ecke nur ein 1/4 so groff wie die
jeder Seite.

Wie grof} ist dann die Wahrscheinlichkeit einer Sechs?

Aufgabe 14: (L) In zwei Urnen befinden sich jeweils 40 durchnumerierte Lose.
Aus jeder Urne werden ohne Zuriicklegen zufillig vier Lose gezogen. Wie grof} ist
die Wahrscheinlichkeit, dass unter den acht gezogenen Losnummern wenigstens
eine Zahl zweimal vorkommt?

Aufgabe 15: (L) Bei einer Lotterie werde eine vierstellige Losnummer auf die
folgende Weise ermittelt: In einer Trommel befinden sich 40 mit den Ziffern
0,1,...,9 versehene Kugeln, wobei jeweils 4 Kugeln die gleiche Ziffer tragen.
Es werden 4 Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen und in der Reihenfolge ihrer
Ziehung nebeneinandergelegt. Die 4 Ziffern auf den gezogenen Kugeln ergeben
dann die Losnummer.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten der folgenden Ereignisse:

1. Die Losnummer 3494 wird gezogen.

2. Es wird eine Losnummer gezogen, in der nur die Ziffern 1 und 7 vorkommen.
(Beide Ziffern sollen vorkommen.)

3. Es wird eine Losnummer gezogen, die aus 4 verschiedenen Ziffern besteht.

Aufgabe 16: (L) Glicksspirale der Olympialotterie 1971: In einer Trommel
befinden sich 70 mit den Ziffern 0,1,...,9 versehene Kugeln, wobei jeweils 7
Kugeln die gleiche Ziffer tragen. Es werden 7 Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen
und in der Reihenfolge ihrer Ziehung nebeneinandergelegt. Die 7 Ziffern auf den
gezogenen Kugeln ergeben dann die Losnummer.

Hat bei dieser Lotterie jedes Los die gleiche Chance?

Aufgabe 17: Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass von n zufillig aus-
gewihlten Personen a) mindestens zwei am selben Tag, b) genau zwei am selben
Tag und alle anderen an verschiedenen Tagen Geburtstag haben, wenn Schalt-
jahre nicht berticksichtigt werden?
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Wie konnte man Schaltjahre beriicksichtigen?

Aufgabe 18: (L) Auf wieviele Arten kann man K nicht unterscheidbare Kugeln
auf N Schubladen verteilen, wenn in jede Schublade eine beliebige Anzahl (auch
0) von Kugeln gelegt werden darf?

Aufgabe 19: (L) K Kugeln werden nacheinander zufillig auf N Schubladen
verteilt. Hat dann jede Verteilung der Kugeln (s. Aufgabe 18) die gleiche Wahr-
scheinlichkeit?

Aufgabe 20: 5 Kugeln werden zufillig auf 4 Schubladen verteilt. Wie grof3
sind die Wahrscheinlichkeiten pi, (k = 0,1,2,3), dass dabei genau k Schubladen
leer bleiben?

Kommt man mit den beiden Ansétzen ,, Jede Kugelverteilung ist gleich maéglich*
und ,,Die Kugeln werden nacheinander in zufillig ausgewdhlte Schubladen ge-
legt“ zum gleichen Ergebnis?

Aufgabe 21: (L) Dem Zollner NN ist zugespielt worden, dass unter den 40 Pas-
sagieren eines gerade ankommenden F&hrschiffs zwei Schmuggelware mit sich
fithren. Wieviele der Passagiere muss er (zufillig) zur Kontrolle auswihlen, um
mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 0,9 wenigstens einen der Schmugg-
ler zu erwischen?

1.2 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Aufgabe 22: (L) Ein reguldrer Wiirfel wird dreimal geworfen. Wie grof} ist
unter der Bedingung, dass dabei lauter verschiedene Augenzahlen erscheinen,
die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass

a) mindestens eine Sechs dabei ist?

b) die Augensumme gleich 8 ist?

Aufgabe 23: (L) Berechnen Sie die bedingte Wahrscheinlichkeit, beim n-
maligen Werfen eines reguldren Wiirfels mehr als eine Sechs zu werfen unter
der Bedingung, dass mindestens eine Sechs erscheint, n = 3,4,5,.. ..

Aufgabe 24: (L) Ein reguldrer Wiirfel wird viermal geworfen. Wie grof} ist
unter der Bedingung, dass die geworfenen Augenzahlen alle verschieden sind,
die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass die grofite geworfene Augenzahl die 5 ist?

Aufgabe 25: (L) Ein reguldrer Wiirfel wird dreimal geworfen.
Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass dabei mindestens eine Drei geworfen
wird unter der Bedingung, dass mindestens einer der Wiirfe eine Sechs ist?

Aufgabe 26: Ein regulidrer Wiirfel wird viermal geworfen. Wie grof3 ist un-
ter der Bedingung, dass die geworfenen Augenzahlen alle verschieden sind, die
bedingte Wahrscheinlichkeit, dass die grofite geworfene Augenzahl die 5 ist?

Aufgabe 27: (L) Drei Késten sind mit jeweils zwei Miinzen gefiillt, einer mit
zwei goldenen, einer mit zwei silbernen und einer mit einer goldenen und einer
silbernen. Ein Kasten wird zufillig ausgewéhlt und es wird ihm blind eine Miinze
entnommen.

Wie grof} ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass die im gewihlten Kasten
verbleibende Miinze aus Gold ist, unter der Bedingung, dass die entnommene
Miinze ebenfalls eine goldene war?
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Aufgabe 28: (L) Fiir zwei Ereignisse A und B aus einem Wahrscheinlich-
keitsraum ({2, A, P) sei P(A|B) = P(A|B) = pund P(B) = bmit 0 < p < 1
und 0 < b < 1.

1. Fiir welchen Wert von p sind A und B stochastisch unabhéngig?

2. Berechnen Sie die bedingte Wahrscheinlichkeit P(B|A) fiir den Fall, dass
p =0.95 und b = 0.05.

Aufgabe 29: A, B und C seien Ereignisse aus einem Wahrscheinlichkeitsraum
(2,A,P) mit 0 < P(C) < 1. Zeigen Sie, dass aus P(A|C) > P(B|C) und
P(A|C) > P(B|C) die Relation P(A) > P(B) folgt.

Aufgabe 30: (L) Fiir drei Ereignisse A, B, C in einem Wahrscheinlichkeits-
raum (2, A, P) sei P(A|C) = 0.5, P(A|C) = 0, P(B|C) = 0.6, P(B|C) = 0.4
und P(C) =0.3.

Welche der Ereignispaare A, C' und B, C sind stochastisch unabhéngig?

Aufgabe 31: (L) Zu einem Praktikum haben sich N Personen angemeldet,
aber nur M < N Plitze stehen zur Verfiigung. Zur Auslosung der Personen, die
Pliatze bekommen, wird das folgende Verfahren angewandt: In eine Schachtel
werden IV Zettel gelegt; auf M von ihnen steht ,,Ja*, auf dem Rest ,,Nein“. In der
Reihenfolge ihres Eintreffens zieht jede der angemeldeten Personen einen Zettel.
Steht auf dem Zettel , Ja“, erhilt die Person einen Platz. Ist dieses Verfahren
gerecht, d. h. hat jeder die gleiche Chance, einen Praktikumsplatz zu erhalten?

Aufgabe 32: (L) Gegeben sind n (numerierte) Urnen, die jeweils w weile und
s schwarze Kugeln enthalten. Fiir k = 1,2, ..., n—1 wird nacheinander aus Urne
k zufillig eine Kugel gezogen und in Urne k + 1 gelegt.

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine anschliefend aus Urne n gezogene
Kugel weif} ist?

Aufgabe 33: (L) Gegeben sind zwei Urnen U; und Us. Urne U; enthiilt 5 rote
und 3 schwarze, Urne Us 4 rote und 4 schwarze Kugeln. Aus U; wird zufillig
eine Kugel gezogen und in Urne Us gelegt, dann zieht man zufillig eine Kugel
aus Us und legt sie in U;. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass man beim
anschliefenden Ziehen einer Kugel aus U; eine rote Kugel zieht?

Aufgabe 34: Aus einer Urne, die drei weifle und zwei scharze Kugeln enthélt,
werden zufillig zwei Kugeln entnommen und in eine zweite Urne gelegt, in der
sich zuvor bereits vier weifle und vier schwarze Kugeln befanden. Anschlielend
wird aus der zweiten Urne zufillig eine Kugel gezogen.

a) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass die aus der zweiten Urne gezogene
Kugel weif3 ist?

b) Berechnen Sie die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass die aus der ersten Urne
gezogenenen Kugeln beide schwarz waren unter der Bedingung, dass anschlie-
Bend aus der zweiten eine weifle Kugel gezogen wird.

Aufgabe 35: (L) Aus einer Urne mit 49 Kugeln, von denen 43 weil und 6
schwarz sind, werden 7 Kugeln zufiillig und ohne Zuriicklegen gezogen. Wie
grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich unter den ersten 6 gezogenen Kugeln
a) 5 schwarze, b) 3 schwarze befinden und aulerdem die siebte gezogene Kugel
schwarz ist?

Aufgabe 36: (L) In einer US-Fernsehshow kann man auf die folgende Weise
ein Auto gewinnen: Der Kandidat hat die Wahl zwischen drei Tiiren, wobei
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sich hinter zweien je eine Ziege befindet, die beim Offnen das Meckern anfangen
wird, und hinter einer das Auto, das man gewinnt, wenn man diese Tiir gewihlt
hat.

Nachdem sich der Kandidat fiir eine Tiir entschieden hat, 6ffnet der Showmaster
eine der beiden anderen Tiiren und zwar eine, hinter der sich eine Ziege befindet.
Jetzt hat der Kandidat noch einmal die Moglichkeit, seine Entscheidung zu
revidieren. Er kann bei seiner urspriinglichen Wahl bleiben oder sich fiir die
andere der beiden noch geschlossenen Tiiren entscheiden.

Was wiirden Sie an Stelle des Kandidaten tun — bei der ersten Entscheidung
bleiben oder umdisponieren?

Aufgabe 37: (L) Wir nehmen jetzt im Unterschied zu vorhergehenden Aufga-
be an, dass in einer Spielshow im Fernsehen zum Schlufl noch zwei Kandidaten
X und Y iibrig sind. Diese stehen wiederum vor drei geschlossenen Tiiren, von
denen eine zum Hauptpreis, einem Auto, fithrt, die anderen beiden dagegen
zu Ziegen. Da Kandidat Y in den vorherigen Spielrunden mehr Punkte gesam-
melt hat, darf er zuerst eine Tiir auswihlen, und anschlieend X eine andere.
Falls Y die Tiir mit dem Auto 6ffnet, erhilt X als Trostpreis 1 kg Ziegenkiise,
anderenfalls gibt ihm der Moderator die Gelegenheit, seine bisherige Wahl zu
iiberdenken. Als Beispiel wihle Y Tiir drei und X Tiir eins. Der Moderator
Offnet Tiir drei, und eine Ziege schaut ins Publikum. Soll X nun bei Tiir eins
bleiben oder zu Tiir zwei wechseln? Anders formuliert: Gibt es jetzt aus stocha-
stischer Sicht berechtigte Griinde, bei der gewéhlten Tiir zu bleiben bzw. die
Tiir zu wechseln, oder sind die Wahrscheinlichkeiten, den Preis hinter Tiir eins
bzw. Tiir zwei zu finden, nach wie vor identisch?

Aufgabe 38: (L) Ay, A1, Ag, ...und By, By, Bs, ...seien Ereignisse in einem
Wahrscheinlichkeitsraum (2, 4, P) mit folgenden Eigenschaften:
1. Die B,, bilden eine Partition von {2 mit

—
P(Bn) =€ MH
2. Die Ay besitzen die bedingten Wahrscheinlichkeiten

Mpk(l—p)»F  firk=0,1,...,n
P(Ak|B")_{ (k)p(O « fir k >n

Berechnen Sie die unbedingten Wahrscheinlichkeiten P(Ay).

Aufgabe 39: (L) A sagt, B hiitte ihm erzéihlt, dass C gelogen hat. Wie grof3
ist die Wahrscheinlichkeit, dass C tatséchlich gelogen hat, wenn jede der drei
Personen mit Wahrscheinlichkeit p die Wahrheit spricht?

Aufgabe 40: (L) A und B seien zwei Ereignisse in einem Wahrscheinlichkeits-
raum (€2, A, P)und es sei 0 < P(B) < 1. Beweisen Sie, dass die beiden Ereignisse
genau dann stochastisch unabhiingig sind, wenn P(A|B) = P(A|B).
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1.3 Diskrete Wahrscheinlichkeitsriume

Aufgabe 41: (L) Zeigen Sie, dass
f(n) =np*¢"! fir n=1,2,3,...

mit 0 < p < 1 und g = 1 — p eine Wahrscheinlichkeitsfunktion ist und berechnen
Sie den Mittelwert der Verteilung mit dieser Wahrscheinlichkeitsfunktion.

Aufgabe 42: FEin Wiirfel, bei dem die Augenzahl Sechs mit Wahrscheinlichkeit
p, 0 < p < 1, auftritt, wird mehrmals geworfen.

Berechnen Sie die mittlere Anzahl der Wiirfe bis zum m-ten Auftreten der
Augenzahl Sechs, m = 2,3,4,....

Aufgabe 43: X und Y seien stochastisch unabhéngige und mit Parametern
A bzw. p Poisson-verteilte Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P), und Z die durch Z(w) = X (w) + Y (w) definierte Zufallsvariable.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse (Z =n), n=0,1,2,....

Aufgabe 44: (L) X : Q@ — Nj und Y : Q@ — Ny seien Zufallsvariable auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P) mit folgenden Eigenschaften:

1. X ist Poisson-verteilt mit Parameter pu.

2. Firn=0,1,2,... gilt

WP —p)nh o i k= )
PlY = Rlox =y = { DO TP SRS

mit einer Zahl 0 < p < 1.
Berechnen Sie die Verteilung der Zufallsvariablen Y .

Aufgabe 45: (L) Ist P eine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung auf Ny oder
einer Teilmenge von Ny mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion f(n), so heifit die

Funktion R
f(z) = Y fln)="

fir 0 < z <1 die erzeugende Funktion von P.

1. Berechnen Sie die erzeugende Funktion der geometrischen Verteilung.

2. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Verteilung mit der erzeu-
genden Funktion

flz) =AY

Aufgabe 46: Wie kann man den Mittelwert und die Varianz einer diskreten
Wahrscheinlichkeitsverteilung auf Ng mittels der erzeugenden Funktion berech-
nen?

Aufgabe 47: (L) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeitsfunktion und den Mit-
telwert der Verteilung mit der erzeugenden Funktion
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Aufgabe 48: (L) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeitsfunktion, den Mittel-
wert und die Varianz der Verteilung mit der erzeugenden Funktion

13
f<Z>=5'3f§

Aufgabe 49: Berechnen Sie den Mittelwert und die Varianz der diskreten
Verteilung mit der erzeugenden Funktion

2 z

1@ =132

Aufgabe 50: Berechnen Sie die erzeugende Funktion f zu der Wahrscheinlich-
keitsfunktion

« firk=0
f(k)_{ (1-a)(1-03)pF1 firk=1,2,...

mit 0 < a < 1und 0 < 8 < 1 sowie Mittelwert und Varianz der zugehérigen
Verteilung.

Aufgabe 51: (L) X und Y seien stochastisch unabhéngige No-wertige Zufalls-
variable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P), deren Verteilungen die
Wabhrscheinlichkeitsfunktionen f* bzw. f¥ besitzen, und Z die durch Z(w) =
X (w) + Y (w) gegebene Zufallsvariable.

Zeigen Sie, dass die Verteilung von Z die Wahrscheinlichkeitsfunktion

n

FAn) = fXx f ) =Y fXR) Y (n— k)

k=0
besitzt.

Aufgabe 52: (L) X und Y seien stochastisch unabhéngige No-wertige Zufalls-
variable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P), deren Verteilungen die
Wahrscheinlichkeitsfunktionen fX bzw. f¥ besitzen, und Z die durch Z(w) =
X (w) + Y (w) gegebene Zufallsvariable.

1. Zeigen Sie, dass die Verteilung von Z die erzeugende Funktion g(z) =
FX(2)fY (2) besitzt.

2. Welche Verteilung besitzt Z, wenn X und Y Poisson-verteilt mit Parametern
A bzw. p sind?

Aufgabe 53: (L) X1, Xo,..., X, seien stochastisch unabhéngige Zufallsvaria-
ble, die nur die Werte 0 und 1 annehmen und die alle die gleiche Verteilung mit
der Wahrscheinlichkeitsfunktion f(0) = ¢ und f(1) = p mit p + ¢ = 1 besitzen.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Verteilung der Zufallsvaria-
blen S =37, Xi.

Aufgabe 54: (L) X und Y seien stochastisch unabhéngige und mit Parame-
ter p geometrisch verteilte Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P). Welche Verteilung besitzt die Zufallsvariable Z = min(X,Y"), defi-
niert durch Z(w) = min{X (w), Y (w)} fiir w € Q7
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Aufgabe 55: (L) Zeigen Sie, dass

ak

fiir a > 0 eine Wahrscheinlichkeitsfunktion zu einer Verteilung auf Ny ist und
berechnen Sie den Mittelwert und die Varianz dieser Verteilung.

Aufgabe 56: Fiinf nicht unterscheidbare Kugeln werden zufillig auf drei num-
merierte Schubladen verteilt, wobei jede Verteilung gleich moglich sei. Die Zu-
fallsvariable X gebe die Anzahl der Schubladen an, die dabei leer bleiben.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeitsfunktion und den Erwartungswert von X.

Aufgabe 57: Berechnen Sie den Mittelwert und die Varianz der geometrischen
Verteilung.

Aufgabe 58: (L) Berechnen Sie den Mittelwert der hypergeometrischen Ver-
teilung.

Aufgabe 59: In einem kleinen See fingt man 100 Forellen und setzt sie nach
Markierung wieder aus. Spéter fingt man wieder 100 und findet darunter 7
markierte. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass der See n Forellen enth&lt?
Wie wiirde man aus dem Ergebnis dieses statistischen Experiments einen ,,ver-
niinftigen“ Schétzwert fiir den wahren Wert von n ermitteln?

Aufgabe 60: Zeigen Sie, dass der Mittelwert einer diskreten Verteilung P auf
Ny die Gleichung

my(P) = ) P(Ay)
n=1

mit den Mengen 4,, = {n,n+1,...} erfiillt.

Aufgabe 61: Zeigen Sie, dass fiir eine Zufallsvariable X mit Wertebereich Ny
die Formel EX = Y  P(X > n) gilt.

Aufgabe 62: (L) Einem Passanten wird an einer Strafienecke folgendes Wiirfel-
spiel mit zwei symmetrischen, unabhingig geworfenen Tetraedern (= vierseitiger
Wiirfel mit Augenzahlen 1 bis 4) vorgeschlagen:

Zeigen die beiden Wiirfel die gleiche Augenzahl, so erhélt er das Fiinffache seines
Einsatzes zuriick, unterscheiden sich die Augenzahlen dagegen um 1, 2 oder 3,
so verliert er den ein-, zwei- bzw. dreifachen Einsatz.

1. Berechnen Sie Erwartungswert und Varianz des Gewinns.

2. Wie hoch muss die Auszahlung (als Vielfaches des Einsatzes) bei gleicher
Augenzahl sein, damit das Spiel fair wird?

Aufgabe 63: (L) Beim Wiirfelspiel ,, Die verflixte Sechs“ kann man eine beliebi-
ge Anzahl von Wiirfeln vom Tisch nehmen und werfen. Ist unter den geworfenen
Augenzahlen mindestens eine Sechs, so ist der Gewinn Null. Andernfalls erh&lt
man die Summe der geworfenen Augenzahlen als Gewinn gutgeschrieben.
Wieviele Wiirfel sollte man nehmen?
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1.4 Geometrische Wahrscheinlichkeiten

Aufgabe 64: (L) Wie dick im Verhiltnis zum Durchmesser miisste eine Miinze
sein, damit sie beim Wurf mit Wahrscheinlichkeit % auf dem Rand stehen bleibt?

Aufgabe 65: (L) Zwei Zahlen werden zufiillig aus dem Intervall [0, 1] aus-
gewahlt.

Wie grof§ ist unter der Bedingung, dass das Maximum der beiden Zahlen grofier
als % ist, die Wahrscheinlichkeit, dass ihr Minimum kleiner als % ist?

Aufgabe 66: (L) Ein Stab wird zufillig an zwei Stellen auseinandergebrochen.
Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, dass man aus den drei Bruchstiicken ein
Dreieck formen kann?

Aufgabe 67: (L) Ein Stab wird an einer zufillig ausgewihlten Stelle ausein-
andergebrochen und das ldngere der beiden Stiicke noch einmal zufillig geteilt.
Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass man aus den drei Bruchstiicken ein
Dreieck formen kann?

1.5 Verteilungsfunktionen und Dichten

Aufgabe 68: (L) Fiir welche Werte der Parameter o und § ist die Funktion

Fa) = 25 (e7Br —emor) falls 2> 0
N 0 sonst

eine Dichte?
Aufgabe 69: (L) Fiir welchen Wert der Konstanten c¢ ist die Funktion

ezl —x) fir 0<z<1
flo) = { 0 sonst

Dichte zu einer eindimensionalen Verteilung? Berechnen Sie den Mittelwert und
die Varianz dieser Verteilung.
Aufgabe 70: (L) Fiir welchen Wert der Konstanten c¢ ist die Funktion

c

R

mit Parametern a > 0 und 8 € R Dichte zu einer eindimensionalen Verteilung?
Berechnen Sie den Mittelwert und die Varianz dieser Verteilung.
Aufgabe 71: (L) Zeigen Sie, dass

—(t—a
=t ter

mit Parameter a € R eine Verteilungsfunktion ist und berechnen Sie die Dichte
und den Mittelwert der zugehorigen Verteilung.

Aufgabe 72: (L) Zeigen Sie, dass

1—6_%(%)2 firt>0
Gg(t) = =

0 firt <0
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mit Parameter § > 0 eine Verteilungsfunktion ist und berechnen Sie die Dichte,
den Mittelwert und die Varianz der zugehorigen Verteilung.

Aufgabe 73: (L) Berechnen Sie die Mittelwerte der Verteilungen mit den Dich-
ten \ L
ngn— Y .
—_— fir ¢t>0
Full) = (n—l)!e ur >
0 fir t<0

firn=1,2,3,....
Aufgabe 74: Zeigen Sie, dass

1 ¢ 1 1 .
F(t) = 1—§et—§(1+t)2 fir t>0
0 fir t<0

eine Verteilungsfunktion ist und berechnen Sie den Mittelwert und die Varianz
der zugehorigen Verteilung.

1.6 Zufallsvariablen

Aufgabe 75: Beweisen Sie die folgende Aussage: Sind X; : Q@ — €, fiir
i =1,...,n stochastisch unabhingige Zufallsgrofien auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (9, A, P)und Y; : Q;, — Q, beliebige mefibare Abbildungen, so sind
die Zufallsgrofien Z; = Y; o X; ebenfalls stochastisch unabhéngig. (Auf den €;
und €); seien jeweils o-Algebren A; bzw. A; vorgegeben.)

Aufgabe 76: (L) Berechnen sie die Verteilung PX der Zufallsvariablen X (s) :=
as + b mit a # 0 in dem Schema

(R, B, P) = (R, B, PY)

wenn P die N(0, 1)-Verteilung ist.
Aufgabe 77: (L) Berechnen sie die Verteilung PX in dem Schema

(R,B,P) = (R, B, PY),

wenn P die £(X)-Verteilung, X (s) = —log(s) fiir s > 0 und X(s) =0 fiir s <0
ist.

Aufgabe 78: Berechnen Sie die Dichte und den Mittelwert der Verteilung
PX in dem Schema (R, B, P) X, (R, B, PX) wenn P die Verteilung mit der
Verteilungsfunktion

F(t)z{ 1—e 3 firt>0

0 fir t <0
und X (t) = t? ist.

Aufgabe 79: Berechnen Sie die Dichte der Verteilung P der Zufallsvariablen
X auf dem Wahrscheinlichkeitraum (R, B, P), wenn P die N(0, 1)-Verteilung
und

1. X(t)=1+3t
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2. X(t)=1-3t

3. X(t)=t?

ist. (Hinweis: Verwenden Sie die Beziehung F'(t) = f(t) zwischen Verteilungs-
funktion und Dichte, wenn die Verteilungsfunktion differenzierbar ist.)

Aufgabe 80: (L) Berechnen Sie die Verteilung der Zufallsvariablen Y () = et
beziiglich der eindimensionalen Verteilung P mit der Verteilungsfunktion

F(t)=e"©

Aufgabe 81: Eine Zielscheibe sei kreisférmig mit einem Radius von 10 cm und
die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Treffer innerhalb eines konzentrischen
Kreises liegt, sei fiir jeden solchen Kreis proportional zu seiner Fliche. X sei der
Abstand der Kugel vom Zentrum. Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion, die
Dichte und den Mittelwert der Verteilung von X.

Aufgabe 82: X sei eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P), deren Verteilung eine stetige und streng monotone Verteilungsfunk-
tion F' besitzt.

1. Welche Verteilung besitzt dann die Zufallsvariable Y = F o X7

2. Sei F~ die Umkehrfunktion zu F und U eine U(0, 1)-verteilte Zufallsvariable.
Welche Verteilung besitzt dann die Zufallsvariable Z = F~ o U?

Aufgabe 83: (L) Zwei reelle Zahlen z und y werden zufillig und unabhiingig
voneinander aus dem Intervall [0, 1] ausgewéhlt.

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses ,Der Abstand der
Punkte x und y betragt hochstens ¢, 0 <t < 1.

b) Berechnen Sie die Verteilung und den Erwartungswert der Zufallsvariablen

Z(x,y) = |x — y| (Abstand der Punkte).

1.7 Mehrdimensionale Verteilungen

Aufgabe 84: Fiir welchen Wert der Konstanten c ist

Fla1,32) = cry(z1 —xo) falls 0<z; <2 und 0<uzy<uay
L2273 0 sonst

Dichte zu einer Verteilung im R?2?

Berechnen Sie die Marginaldichten.

Berechnen Sie die Verteilung des Zufallsvektors Y = (Y7,Y2) mit V7 = X3 —
Xo und Y5 = Xj, sowie ihre Marginalverteilungen, wenn die Verteilung des
Zufallsvektors X = (X7, X3) diese Dichte besitzt.

Aufgabe 85: (L) Berechnen Sie die Marginaldichten der Dichte

—2(4Y)  fallsz >0 und y > 0
_J e alls und y
flay) = { 0 sonst

und deren Mittelwerte.
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Aufgabe 86: (L)

M sei das Dreieck im R?, das durch die Geraden 1
y =0,y =2 und y = 2 — x begrenzt wird (s.
nebenstehende Skizze).

1. Fiir welchen Wert des Parameters ¢ ist die Funktion

| ey falls (z,y) € M,
Hay) = { 0 sonst

eine Wahrscheinlichkeitsdichte?
2. Berechnen Sie die Marginaldichten.

Aufgabe 87: (L) Fiir welchen Wert des Paramaters c ist die Funktion f :
R? — R, definiert durch

~(@mtsen) 0 und 0
| ce iirz; >0und 0 < 29 < 21
oy, w2) = { 0 sonst

eine Wahrscheinlichkeitsdichte? Berechnen Sie die Marginaldichten.

Aufgabe 88: (L) Fiir welchen Wert des Paramaters ¢ ist die Funktion f :
R? — R, definiert durch

csin(xy; +x2) falls 0<az; <7/2 und 0<ao <7/2

oy, 22) = { 0 sonst

eine Wahrscheinlichkeitsdichte?

Aufgabe 89: (L) Fiir welchen Wert der Konstanten ¢ ist

f(w1,20) = csin(zy +22) falls 2120, 2220, 2142z <7
b 0 sonst

eine zweidimensionale Dichte?
Berechnen Sie die Dichten und Mittelwerte der Marginalverteilungen.

1.8 Funktionen von Zufallsvariablen

Aufgabe 90: (L) Die Zufallsvariablen X; und X» seien stochastisch unabhingig
und uniform verteilt im Intervall [0, 1].
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses (X1X2 < 1/2).

Aufgabe 91: FEine Bank hat zwei Schalter mit Bedienungszeiten, die fiir alle
Kunden stochastisch unabhéngige und mit gleichem Parameter A exponentiell
verteilte Zufallsvariable sind. Drei Kunden A, B und C betreten gleichzeitig die
Bank. A und B werden sofort bedient und C wartet, bis ein Schalter frei wird.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten der beiden Ereignisse, dass A und dass
C als Letzter die Bank verlésst.

Aufgabe 92: (L) X = (X3, X5) sei ein Zufallsvektor, dessen Verteilung die

Dichte
e~ ®2 falls z1 > 0 und zo > 23

fla1,22) = { 0 sonst
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besitzt. Berechnen Sie die Dichte der Verteilung der Zufallsvariablen Y7 = X5 —
X;.
Hinweis: Hier empfiehlt sich die Erginzung y2 = x1.

Aufgabe 93: Die Verteilung des Zufallsvektors X = (X3, X3) besitze die
Dichte
[ e 2 fallsa; >0und x1 < 2o
fl@r,z2) = { 0  sonst

Berechnen Sie die Dichte der Zufallsvariablen Y = X7 + Xs.

Aufgabe 94: (L) Berechnen Sie die Verteilung von Y = max(X1, X2), wenn die
Zufallsvariablen X7 und X stochastisch unabhéngig sind und ihre Verteilungen
die Verteilungsfunktionen F, bzw. F} aus Aufgabe 71 besitzen.

Aufgabe 95: (L) Berechnen Sie die Verteilung von ¥ = min(X7, X3), wenn die
Zufallsvariablen X7 und X5 stochastisch unabhéngig sind und ihre Verteilungen
die Verteilungsfunktionen G, bzw. G aus Aufgabe 72 besitzen.

Aufgabe 96: Berechnen Sie die Verteilung von Y = min(X;, X3), wenn die
Zufallsvariablen X7 und X5 stochastisch unabhéngig und exponentiell verteilt
mit Parametern A bzw. p sind.

Aufgabe 97: (L) Drei Glithbirnen werden zum Zeitpunkt ¢ = 0 eingeschaltet.
Thre Lebensdauern sind drei stochastisch unabhingige Zufallsvariable X7, X5, X3,
deren Verteilungen alle die gleiche Verteilungsfunktion

- fallst >0
frg - < = 1+t
B =PX: <t) { 0 fallst <0
besitzen. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass wenigstens eine der drei
Glithbirnen den Zeitpunkt ¢ = 9 iiberlebt?

Aufgabe 98: (L) Die Zufallsvariablen X; und X» seien stochastisch unabhingig
und ihre Verteilungen mogen die Dichten f; bzw. fo und die Verteilungsfunk-
tionen F} bzw. Fy besitzen.

Entwickeln Sie eine Formel zur Berechnung der Ereignisse (X; > aX3) mit
positiven reellen Zahlen a.

Aufgabe 99: (L) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses (X7 >
X5) unter den Voraussetzungen von Aufgabe 98, wenn die Zufallsvariablen X
und X5 exponentiell verteilt mit Parametern Ay bzw. Ay sind.

Aufgabe 100: (L) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses (X7 >
Xo) unter den Voraussetzungen von Aufgabe 98, wenn die Verteilungen der Zu-
fallsvariablen X; und Xy Extremwertverteilungen mit den Verteilungsfunktio-
nen F, bzw. F, aus Aufgabe 71 sind.

Aufgabe 101: X;, X, und X3 seien stochastisch unabhéngige Zufallsvariable,
deren Verteilungen die Verteilungsfunktionen

1—e=it” fallst> 0
Fi(t) = —e alst > i=1,2,3
0 falls t <0

mit a3 = ag = 1 und ag = 2 besitzen.
1. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses (X3 < min(Xy, X2)).
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2. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses (X > 3X7).

Aufgabe 102: Die Zufallsvariablen X7, X5 und X3 seien stochastisch un-
abhéngig und ihre Verteilungen mogen die Verteilungsfunktionen

—e—(t—ai)

Fl(t) =€

mit a; = 2, ap = 1 und a3 = 1 besitzen.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses

(Xg < maX(Xl,Xg))
Aufgabe 103: Der Zufallsvektor X = (X7, X3) besitze die Verteilung mit der
Dichte

@, a2) = %Il(fbl—l'g) falls 0 < 21 <2und 0 < 29 < 21
1,2) = 0 sonst

Berechnen Sie die Verteilung des Zufallsvektors ¥ = (Y7, Ys2) mit
YI=X;1—Xo und Y =X,

sowie ihre Marginalverteilungen.

Aufgabe 104: (L) Welche Verteilung besitzt die Zufallsvariable

Xy

L
X1+ Xo

falls X7 und X5 exponentiell verteilt mit Parameter A und stochastisch un-
abhéngig sind?

Aufgabe 105: Die Zufallsvariablen X; und Xs seien stochastisch unabhéngig
und beide exponentiell verteilt mit Parameter 1. Berechnen Sie die Dichte des
Zufallsvektors (Y7, Y2) mit

Xy

YI=X1+Xs und YYo= ———
1 1 2 2 X+ X,

Sind Y7 und Y3 stochastisch unabhéngig? (Begrindung).
Aufgabe 106: Die Verteilung des Zufallsvektors (X1, X2) besitze die Dichte

e *2 falls x7; >0und zo > 21

fla1,22) = { 0 sonst

Berechnen Sie die Dichte der Zufallsvariablen Y = v/ X1 + X5.
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Aufgabe 107: X und Y seien stochastisch unabhéngige Zufallsvariable, X
exponentiell verteilt mit Parameter o und Y exponentiell verteilt mit Parameter

B

Berechnen Sie die Dichte, den Mittelwert und die Varianz der Verteilung der
Zufallsvariablen Z = 2X + 3Y.
(Auf Nenner 0 bei Briichen achten!)

Aufgabe 108: Die Zufallsvariablen X; und Xs seien stochastisch unabhéngig.
X1 sei uniform im Intervall (0, 1) verteilt und die Verteilung von Xs besitze die

Dichte
t falls0 <t <1

fot)=¢ 2—t falls1<t<2
0 sonst

Berechnen Sie die Dichte der Verteilung von X; + Xo.
Aufgabe 109: Der Zufallsvektor (X,Y") besitze die Dichte
e ={ Ty 0 e
Berechnen Sie die Dichte der Zufallsvariablen Z = X/Y.
Aufgabe 110: Der Zufallsvektor (X1, X2) besitze die Verteilung mit der Dichte
10e~Gert2e2) - falls 25 >0

flxr,xe) = und  0< 21 < 29
0 sonst

a) Berechnen Sie die Dichte der Zufallsvariablen Y = X;/Xo5.
b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses (Y > 1/2).

Aufgabe 111: Die Zufallsvariablen X; und Xs seien stochastisch unabhéngig.
Die Verteilung von X; sei die Rayleigh-Verteilung mit der Verteilungsfunktion

[ 1—e 3 firt>0
Fl(t)_{ 0 fiir ¢ < 0

und X5 sei exponentiell verteilt mit der Dichte

2e72 fiirt >0
fz(t)_{ 0 firt<o

Berechnen Sie die Verteilung der Zufallsvariablen

X2
Yy =24
Xo

Aufgabe 112: (L) X; und X» seien stochastisch unabhiingige Zufallsvariable.
X7 sei N(0, 1)-verteilt und X5 exponentiell verteilt mit Parameter % Berechnen
Sie die Verteilung der Zufallsvariablen

X1
y = vz XL
VX3
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Hinweis: [ Vie 'dt =T(3) = 3 /7
Aufgabe 113: (L) X; und X> seien stochastisch unabhingig und (0, 1)-
verteilt. Berechnen Sie die Verteilungen von

Y1 =/ —2log X - cos(27X3)

und

Yy = /—2log X; - sin(27X5).

Aufgabe 114: (L) Der Zufallsvektor X = (X7, X3) sei uniform verteilt auf der
Menge
M = {(z1,22) € R*; 21 > 0,25 > 0,27 + 23 < 1}.

Berechnen Sie die Verteilung des Zufallsvektors Y = (Y1, Y2) mit

X
Vi=X2+X2und Y, = 2L
Xo

Sind Y7 und Y3 stochastisch unabhéngig?

Aufgabe 115: (L) Die Zufallsvariablen X7 und X5 seien stochastisch unabhén-
gig und exponentiell verteilt mit dem gleichen Parameter A > 0 und es sei
Yi=X1+Xo, Yo =X,/Xo.

1. Berechnen Sie die Verteilung des Zufallsvektors Y = (Y1, Ya).

2. Sind die Zufallsvariablen Y7 und Y2 stochastisch unabhéngig?

Aufgabe 116: Der Zufallsvektor X = (X3, X5) sei uniform verteilt auf der
Menge

M = {(x1,72) € R?; 21 > 0,29 > 0,27 + 23 < 1}
Berechnen Sie die Kovarianz der Zufallsvariablen X; und X5 und den Erwar-
tungswert von Y = X? + X2.

Aufgabe 117: (L) Der Zufallsvektor X = (X7, X3) besitze eine Verteilung mit

der Dichte 1

1 ——(5a? + 2z129 + 222
fx1,22) = 62° 18( ' o ?
T

Fiir welche Werte des Parameters a sind die Zufallsvariablen Y7 = X7 — a X
und Y = 2X; + X5 stochastisch unabhéingig?

Aufgabe 118: X; und X seien stochastisch unabhéngig und (0, 1)-verteilt.
Berechnen Sie die Dichte der Verteilung der Zufallsvariablen

Y = X7 X3

Aufgabe 119: (L) Die Zufallsvariablen X; und X5 seien uniform verteilt im
Intervall [0, 1] und stochastisch unabhéngig.

a) Berechnen Sie die Dichte der Verteilung der Zufallsvariablen Y = X7 Xo.
b) Berechnen Sie den Erwartungswert von Y.

Aufgabe 120: Berechnen Sie die Verteilung der Zufallsvariable Y = X; +
Xo + X3, wenn die X; stochastisch unabhéingig und exponentiell verteilt mit
Parameter ) sind.
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Aufgabe 121: 0< Ty < Ty < ...<T, < ... seien die zufilligen Zeitpunkte,
zu denen in einer Telefonzentrale die Ankunft eines Anrufs registriert wird.
Berechnen Sie die Verteilung des Zufallsvektors T = (T1,T5,...,T), wenn
die Zwischenankunftszeiten X; = T}, Xo = 15 — T, X3 = T35 — Ty, ...,
X = Ty — Ti—1 stochastisch unabhéngige und mit Parameter A exponentiell
verteilte Zufallsvariable sind.

1.9 Erwartungswert und Varianz

Aufgabe 122: Die Verteilung der Zufallsvariablen X besitze die Dichte

a4 o
£(t) = ?e fir t>0
0 fir t<0
. . 1
Berechnen Sie den Erwartungswert der Zufallsvariablen Y = <z

Beachten Sie, dass Y = G(X) mit G(x) = 1/2°.

Aufgabe 123: Die Zufallsvariablen X und Y seien stochastisch unabhéngig
und beide exponentiell verteilt mit Parameter A = 2.
Berechnen Sie den Erwartungswert £(S?%) fiir die Zufallsvariable S = X + Y.

Aufgabe 124: Die Zufallsvariablen X; und Xs seien stochastisch unabhéngig
und uniform verteilt im Intervall (0,1).
Berechnen Sie die Kovarianz der Zufallsvariablen Y7 = X7 X5 und Y; = X;.

Aufgabe 125: Die Zufallsvariablen X7 und X5 seien stochastisch unabhéngig
und im Intervall [0, 1] uniform verteilt.
Berechnen Sie den Erwartungswert der Zufallsvariablen Y = X3 (X3 — X1).

Aufgabe 126: Die Verteilung des Zufallsvektors X = (Xi, X3) besitze die
Dichte

A+ z) (14 x2) — 1e 1 7®27%1%2 falls 21 > 0 und z2 > 0
flen,zs) = { 0 sonst

1. Berechnen Sie die Marginaldichten.
2. Berechnen Sie den Erwartungswert und die Varianz von Xj.
3. Berechnen Sie den Erwartungswert der Zufallsvariablen Y = 3 X7 — 4 X5,

Aufgabe 127: X sei eine mit Parameter A exponentiell verteilte Zufallsvariable
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P).

Berechnen Sie den Erwartungswert der Zufallsvariablen Y (w) = max(X (w), 1).
Aufgabe 128: (L) X sei eine mit Parameter A = 0.5 exponentiell verteilte
Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€, A, P). Berechnen Sie den

Erwartungswert der Zufallsvariablen Y (w) = max(X?(w), 2).

Aufgabe 129: (L) Gegeben sei die Funktion

[ et2—t) fir0<t<?2
f(t)_{ 0 sonst

1. Fiir welchen Wert des Parameters c ist f eine Wahrscheinlichkeitsdichte?
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2. Berechnen Sie den Erwartungswert der Zufallsvariablen Y = max (X, 1), wenn
die Verteilung der Zufallsvariablen X die Dichte f aus Aufgabenteil 1 besitzt.
3. Berechnen Sie den Erwartungswert der Zufallsvariablen Y = min(X, 1), wenn
die Verteilung der Zufallsvariablen X die Dichte f aus Aufgabenteil 1 besitzt.

Aufgabe 130: Die Zufallsvariablen X; und Xs seien stochastisch unabhéngig.
Die Verteilung von X; sei die Rayleigh-Verteilung mit der Verteilungsfunktion

. 1—e 2" firt>0
Fl(t)_{ 0 fiir £ < 0

und X3 sei exponentiell verteilt mit der Dichte

2e72 fiirt >0
fQ(t)_{ 0 firt<o

1. Berechnen Sie die Verteilung der Zufallsvariablen X?.
2. Berechnen Sie die Verteilung der Zufallsvariablen X7 + Xo.
3. Berechnen Sie den Erwartungswert der Zufallsvariablen X7 + X5

Aufgabe 131: Die Zufallsvariablen X; und X5 seien stochastisch unabhéngig.
Die Verteilung von X; sei die Rayleigh-Verteilung mit der Verteilungsfunktion

. 1—e 2t fiirt>0
Fl(t)_{ 0 fiir £ < 0

und X3 sei exponentiell verteilt mit der Dichte

272t fiirt >0
fz(t)_{ 0 firt<o

Berechnen Sie die Kovarianz der Zufallsvariablen Y7 = X7 + 2X5 und Y5 =
X1 — Xs.

Aufgabe 132: Die Verteilung des Zufallsvektors X = (X7, X3) besitze die

Dichte
e~ *2 falls z1 > 0 und zo > 21

flz1,22) = { 0 sonst

1. Berechnen Sie die Erwartungswerte, die Varianzen und die Kovarianz der
Zufallsvariablen X7 und Xo.
2. Berechnen Sie den Erwartungswert der Zufallsvariablen X5 (Xs — X7).

Aufgabe 133: Fiir welchen Wert des Parameters c ist

_f esin(z+y) falls 0<z<w/2 und 0<y<m/2
Jly) = { 0 sonst

eine zweidimensionale Wahrscheinlichkeitsdichte?

Berechnen Sie die Erwartungswerte, die Varianzen und die Kovarianz der Zu-
fallsvariablen X und Y, wenn die Verteilung des Zufallsvektors (X,Y) diese
Dichte besitzt.

Aufgabe 134: (L) Der Zufallsvektor X = (X1, X2) sei auf der Menge

M = {(171,:172) € R?; |aq| + |z2| < 1}
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uniform verteilt. Berechnen Sie die Erwartungswerte, Varianzen und die Kova-
rianz der beiden Zufallsvariablen X; und Xs.

Aufgabe 135: Die Zufallsvariablen X7, X5 und X3 seien stochastisch un-
abhéingig und uniform verteilt im Intervall [0,2]. Berechnen Sie die Verteilung
und den Erwartungswert der Zufallsvariablen Y = max{X;, X3, X3}.

Aufgabe 136: (L) Die Zielscheibe beim BogenschieBen hat bei gréfieren Di-
stanzen einen Durchmesser vom 122 cm und ist in 10 konzentrische Ringe mit 1
bis 10 Wertungspunkten unterteilt. Wie grof3 ist die mittlere Punktzahl, die man
erreicht, wenn die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir den Treffpunkt die Dichte

1 A (242
.f(xlva) = 27_‘_026%2( 1+xs)

besitzt? Der Parameter o ist dabei so zu wéhlen, dass die Wahrscheinlichkeit,
die Scheibe nicht zu treffen (0 Punkte), gleich 0.1 ist.

Aufgabe 137: Die Zufallsvariablen X und Y seien stochastisch unabhéngig
und mit Parametern Ax = 1 bzw. Ay = 2 exponentiell verteilt. Berechnen Sie
die Kovarianz der Zufallsvariablen U = 2X +3Y und V =3X — Y.

Aufgabe 138: Berechnen Sie die Kovarianz der Zufallsvariablen Y7 = X; — X5
und Y3 = X5, wenn der Zufallsvektor (X1, X2) die Verteilung mit der Dichte

1
_ ) szi(rr —w2) falls 0<2; <2 und 0<ap <2y
flay,22) = { 0 sonst

besitzt.

Aufgabe 139: Berechnen Sie die Kovarianz der Zufallsvariablen Y; = X7 und
Yo = X1 — Xo, wenn der Zufallsvektor (X7, X2) auf der Menge

M={(z1,22) ; 0<21 <1lund 0 < zo <1}

uniform verteilt ist.

Aufgabe 140: Die Zufallsvariablen X; und Xs seien stochastisch unabhéngig.
Die Verteilung von X besitze die Dichte

e 2 fir t>0
fl(t)_{ 0 fir ¢ <0

und X sei exponentiell verteilt mit Parameter A = 2.
Berechnen Sie die Kovarianz der Zufallsvariablen Y7 = 3X; — X5 und Y5 =
X1+ Xo.

Aufgabe 141: (L) X, ..., X, seien stochastisch unabhingige und im Intervall
(=1, 1) uniform verteilte Zufallsvariable. Berechnen Sie den Erwartungswert der
Zufallsvariablen

Y = max{Xy,..., X, }.

Aufgabe 142: (L) X sei eine mit Parameter A exponentiell verteilte Zufalls-
variable auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P). Berechnen Sie den Erwar-

tungswert der Zufallsvariablen Y (w) = max (X (w), 1).
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Aufgabe 143: (L) Ein Eisdielenpéchter wird jeden Morgen mit seinem Ta-
gesvorrat an Eis beliefert. Er weifl, dass die Nachfrage nach Eis exponentiell
verteilt mit einem Parameter A > 0 ist. Einkaufspreis einer Mengeneinheit Eis
sei py DM und Verkaufspreis sei po DM. Am Abend wird das nicht verkaufte
Eis vernichtet. Wieviele Einheiten muf3 der Péchter jeden Tag bestellen, damit
der zu erwartende Gewinn maximal wird?

Aufgabe 144: (L) X und Y seien Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, A, P) mit den Erwartungswerten EX = 0, £Y = 0.5, den Varian-
zen var X = 1, varY = 2 und der Kovarianz cov(X,Y) = 0.5.

1. Formen Sie den Ausdruck f(a,b) = £(Y —aX —b)? gemiifl den Rechenregeln
fiir den Erwartungswert in ein Polynom in den Variablen ¢ und b um.

2. Fiir welche Werte von a und b wird die Funktion f(a,b) minimal?

Aufgabe 145: (L) Der Zufallsvektor X = (X7, X5, X3) besitze die Kovarianz-

matrix

1 1/2 1/4
cx=1|1/2 3 0
1/4 0 2

a) Berechnen Sie die Varianz der Zufallsvariablen Y = X7 —a X5 — b X.
b) Fiir welche Werte der Parameter ¢ und b ist diese Varianz minimal?

1.10 Normalverteilung

Aufgabe 146: (Xi,X5) sei ein normalverteilter Zufallsvektor mit £X; =
EX9 = 0 und der Kovarianzmatrix

- 1 1/2
CX"'( 12 1 )
und es sei Y7 = aX; — Xo und Y5 = X1 + 2X5.
Fiir welche Werte des Parameters a sind die Zufallsvariablen Y7 und Y5 stocha-

stisch unabhéngig?

Aufgabe 147: (L) G1, G2 und G3 seien stochastisch unabhingige N (0,1)-
verteilte Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2,.4, P) und die
Zufallsvariablen X7, X5 und X3 gegeben durch

X1 = 3G1 — CLGQ + ng + 2
Xy = bG1+aGa+Gs + 1
X3 = aGyp+0bGe —4Gs

mit reellen Parametern a und b.

1. Berechnen Sie die Kovarianzmatrix des Zufallsvektors X = (X7, X, X3).

2. Gibt es Werte der Parameter a und b, fiir die die Zufallsvariablen X7, Xo
und X3 stochastisch unabhéngig sind?

Aufgabe 148: (L) X; und X3 seien stochastisch unabhéingige M (0, 1)-verteilte
Zufallsvariable. Sind die Zufallsvariablen Y7 = X; — Xy und Y5 = X7 + X,
ebenfalls stochastisch unabhéngig?
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Aufgabe 149: (L) X; und X3 seien stochastisch unabhéngige (0, 1)-verteilte wr153
Zufallsvariable.
Bestimmen Sie die Verteilung von

X1+ X5
(X1 — X2)?
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2 Losungsvorschliage
2.1 Ereignisse, Laplace-Experimente

Losung zu Aufgabe 1

(a) ANBNC

(b) ANBNC

(c) AnBNnC

(d) AuBUC

() ANB)U(ANC)U(BN(C)

(f) ANBNC+AnBNC+ANBNC

(g8) ANBNC+ANCNB+BNCNA

(h) AVBUC = AnBNT

() ANBAC = AUBUT

Losung zu Aufgabe 2 B
1. Um zu zeigen, dass es sich bei der Menge A = {A C N ; |A| < oo oder |A] <

oo} um eine Mengenalgebra handelt, miissen die drei Eigenschaften nachgepriift
werden, die eine Mengenalgebra charakterisieren.

1. N € A ist richtig, denn |N| = || = 0 < oco.

2. Ist A € A, so besitzt B = A wegen B=A=Adie gleichen Eigenschaften
wie A: Entweder |B| < co oder |B| < oc.

3. Sind A und B aus A und sind beide Mengen endlich, dann ist auch AU B
endlich und damit aus A. Ist wenigstens eine der beiden Mengen nicht
endlich, z.B. A, dann ist A endlich. Wegen

AUB=ANnBCA
ist dann auch A U B endlich und daher A U B ein Element von \A.

2. Die einelementigen Mengen Ay = {2k} fiir K = 1,2,... sind alle aus A. Thre
Vereinigung A = (J;-; Ak, die Menge der geraden Zahlen, ist nicht endlich und
ebensowenig ihre Komplementarmenge, die Menge der ungeraden Zahlen. A ist
also kein Element von A und A daher keine o-Algebra.

Losung zu Aufgabe 6

Um das Werfen von n Wiirfeln als Laplace-Experiment ansetzen zu konnen,
muss man von unterscheidbaren Wiirfeln bzw. vom n-maligen Werfen eines
Wiirfels ausgehen:

Qn ={w="(21,22,-.-,2n); 2 =1,2,3,4,5,6}

Dabei ist z; zu interpretieren als die Augenzahl, die beim i-ten Wurf erscheint.
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Die Menge Q,, enthilt |Q,,| = 6 Elemente.

(a) Hier muss man einfach alle Ergebnisse auflisten und abzéhlen, die zum
jeweiligen Ereignis gehoren. In aufsteigender Reihenfolge geordneten verschie-
denen Augenzahlen w; < we < ws entsprechen 3! = 6 Ergebnisse, weil jede
Permutation ein anderes Ergebnis liefert.

1,4,5 z.B. entsprechen (1,4,5),(1,5,4),(4,1,5),(4,5,1),(5,1,4), (5,4, 1).

Sind zwei Augenzahlen gleich, z.B. 2,2,6, so entsprechen dem 3 Ergebnisse:
(2,2,6),(2,6,2),(6,2,2) und drei gleiche Augenzahlen entsprechen einem Er-
gebnis (w, w, w).

Augenzahlsumme 9 Augenzahlsumme 10
Kombination | Anzahl Ergebnisse || Kombination | Anzahl Ergebnisse
126 6 136 6
135 6 145 6
144 3 226 6
225 3 235 3
234 6 244 3
333 1 334 3
Summe: 25 Summe: 27

Augenzahlsumme 10 hat demnach die groBerer Wahrscheinlichkeit.

(b) Hier ist das Abzihlen miihselig, man geht am besten vom Komplementir-
ereignis aus.
Das Ereignis , keine Sechs bei 4 Wiirfen“ wird durch die Menge

Bs = {w = (21,22,23,24) € U ; 2, =1,2,3,4,5}

mit |Bs| = 5% Elementen beschrieben. Die Wahrscheinlichkeit, mindestens eine
Sechs bei 4 Wiirfen zu erhalten, ist dann

54 5\*
pm=1-PBs)=1- =1~ (6) ~ 1 — 0.4822530846 = 0.5177469136

Das 24-fache Werfen eines Wiirfelpaars beschreibt man durch die Ergebnismenge
Q= {w=(wi,ws,..., w24 ; w; = (2i1,2i2) , zit = 1,2,...,6}

Da es 36 Augenzahlpaare (21, z2) gibt, ist |Q| = 3624.

Beim Komplementérereignis , kein Secherpasch bei 24 Wiirfen“ sind pro Wurf
alle Paare (z1,22) mit Ausnahme von (6,6) zugelassen, also 35. Das Komple-
mentérereignis B enthélt also |B| = 3524 Elemente und die Wahrscheinlichkeit,
bei 24 Wiirfen mindestens einen Sechserpasch zu erhalten, ist

3524 35\*

=1-PB)=1—-—=1—( — ~1-0. 1239 = 0.4914 1
D2 (B) 3628 <36> 0.5085961239 = 0.491403876
(¢) Das kann man eleganter mit Bernoulli- Versuchsreihen formulieren. Die
kommen aber in der Vorlesung jetzt gerade erst dran, also machen wir die Och-
sentour:
1. Die Wahrscheinlichkeit fiir mindestens eine Sechs bei sechs Wiirfen berechnet
man wie in Aufgabenteil (b):

6
5)
pr=1-— (6) ~ 1 —0.3348979767 = 0.6651020233
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2. Das Komplementérereignis B: ,hochstens eine Sechs bei 12 Wiirfen“ setzt
sich aus zwei Ereignissen zusammen: B = By + Bj, wobei By: ,keine Sechs bei
12 Wiirfen“ und Bj: ,genau eine Sechs bei 12 Wiirfen“.

Es ist |Bg| = 5'2 und By = A; + Az + ... + Ag, wobei A, die Menge aller
Waurffolgen (21, 22, . . ., 212) mit z; = 6 und z; < 5 fiir die {ibrigen Komponenten
j # kist. Esist |Ax| = 5'* und |B;| = 12 - 51, Daher

P2 = 1—P(B)=1—P(BQ)—P(Bl)

B 512 12.511 5\ " 5\
= ltem e T lg) 26

0.6186673737

Q

3. Man geht vor wie bei 2., wobei die 12 durch 18 zu ersetzen ist, nur muss man
noch zusétzlich die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses Bs: ,,Genau zwei Sechsen
bei 18 Wiirfen“ abziehen. By ist Vereinigung der paarweise disjunkten Mengen
Aix, 1 < k, von Wurffolgen (z1, 22,...,218) mit z; = 6, 2z = 6 und z; < 5 fur
die iibrigen Komponenten j # i, k.

Da es entsprechend der Anzahl von Binérvektoren der Linge 18 mit genau zwei
Einsen insgesamt (18) = 153 Paare i < k und damit Mengen A;; gibt, ist

2
|B2| = 153 - 5¢ und

ps = 1= P(Bo)— P(B1) —p(B2)
518 18.517  153.516
S T S T RS

0.5973456859

%

(Numerische Berechnungen mit Maple evalf()).

()

mogliche Verteilungen der vier Kugeln auf die acht Schubladen.

Dem Komplementirereignis A, dass zwischen je zwei belegten Schubladen min-
destens eine leere ist, entsprechen die fiinf Kugelverteilungen

{1,3,5,7}, {1,3,5,8}, {1,3,6,8}, {1,4,6,8} und {2,4,6, 8}.

(Die Ziffern sind dabei die Nummern der belegten Schubladen).

Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses, dass es mindestens zwei benachbarte
belegte Schubladen gibt, ist daher

Losung zu Aufgabe 8
Es gibt

— 5

P(A)=1-PA4) =1 =0

Loésung zu Aufgabe 9

Wenn die Schuhe von 1 bis 10 durchnummeriert werden, besteht das Zufallsexpe-
riment im zufélligen Ziehen von vier verschiedenen Zahlen mit Beriicksichtigung
der Reihenfolge. Dafiir gibt es |Q] = 10-9-8 - 7 Moglichkeiten. Das zum gefrag-
ten Ereignis A komplementire A, dass alle gezogenen Zahlen zu verschiedenen
Schuhpaaren gehoren, enthilt [A| = 10 - 8 - 6 - 4 Elemente; denn ausser der ge-
zogenen Zahl darf bei spateren Ziigen auch die Nummer des anderen zum Paar
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gehorenden Schuhs nicht mehr erscheinen. Daraus ergibt sich

B A 13
P(A)=1-P@A)=1- ===

Loésung zu Aufgabe 10 wr010
Das viermalige Werfen eines reguliren Wiirfels wird durch die Ergebnismenge

Q= {w=(21,22,23,24) ; 2 €{1,2,3,4,5,6}}

beschrieben, wo zj, fiir die Augenzahl steht, die beim k-ten Wurf erscheint.
Dieses Experiment wird iiblicherweise als Laplace-Experiment angesehen. Die
Anzahl der moglichen Ergebnisse ist || = 6* = 1296.

a) Die Formulierung des Ereignisses beinhaltet nicht nur, dass die geworfenen
Augenzahlen alle kleiner oder gleich 4 sind, sondern zusétzlich, dass die 4
wirklich mindestens ein Mal vorkommt.

Man kann sich natiirlich eine Liste der ginstigen Fille aufstellen und die
Anzahl durch Abzéhlen ermitteln. Abgesehen davon, dass man dabei jede
Menge Abzihlfehler machen kann, gibt es eine elegantere Methode. Die
Menge A, die diesem Ereignis entspricht, entsteht dadurch, dass man aus
der Menge

By = {(21,22,23,24) ; 2 € {1,2,3,4}}

mit |By| = 4* = 256 Elementen die Elemente der Menge
Bs = {(z1, 22,23, 21) ; 2 € {1,2,3}}

entfernt, die solche Wurfserien représentieren, bei denen keine 4 geworfen
wurde. Mit | B3| = 3* = 81 ergibt sich

|Al = |Ba| = [Bs| = 175

und A 175
P(A) = — =——~0.1350
(4) Q] 1296
Als Rechenregel fiir Wahrscheinlichkeiten ergibt sich so nebenbei daraus: Ist
B C C so gilt fur die Differenzmenge

A=C\B={weQ;weCundw¢ B}

dass P(A) = P(C) — P(B). Denn es ist C = A + B und nach Axiom 3 daher
P(C)=P(A) + P(B).

b) Das Komplementirereignis A zum beschriebenen Ereignis A besteht darin,
dass die kleinste geworfene Augenzahl grofler als 4 ist oder — mit anderen
Worten — dass nur Fiinfen oder Sechsen fallen:

Al 2t 16

PA) == =—
(4) 9] 64 1296
und damit 1980
P(A)=1-P(A) = 1996 ~ 0.9877
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Losung zu Aufgabe 11 wr011
Die Ergebnismenge des Experiments ist

Q={w=1_(21,22,...,2n);2; € {1,2,3,4,5,6}}

mit |Q] = 6™ Elementen.

Das gesuchte Ereignis, das wir mit B bezeichnen wollen, erhélt man dadurch,
dass man aus der Menge aller Ergebnisse, bei denen nur Augenzahlen zwischen
2 und 5 auftreten, diejenigen Ergebnisse herausnimmt, bei denen die Augenzahl
2 oder die Augenzahl 5 oder beide nicht vorkommen.

Mit der Bezeichnung A, = {(z1,22,...,2,) € Q1 < z; < s}, wobei |4,4| =
(s —r+1)™, ldsst sich das durch die Mengenbeziehung

Ass = B+ (A24 U Agzp)
ausdriicken. Fiir die Wahrscheinlichkeiten heifit das
P(A25) = P(B) + P(A24 U A35)

und wegen P(A24UA35) = P(A24)+P(A35)—P(A240A35) sowie A24ﬂA35 = A34
erhdlt man
4" —2.3" 42"

P(B) = P(Aszs) — P(A21) — P(Ass5) + P(A34) = o

Losung zu Aufgabe 12 wr012
Wir nehmen ein Laplace-Experiment mit der Ergebnismenge
Q= {(21,22,23) ; 2 €{1,2,3,4,5,6} }

mit 63 = 216 Elementen an.
Das Ereignis wird durch die Menge

A = {(2’1,22,23)69; 1<z <22<Z3§6}
+{(21,22,23) €EQ; 6> 21 > 29 > 23 > 1}

beschrieben. Nach dem Vorlesungsabschnitt {iber Urnenmodelle enthélt jede der
beiden Mengen auf der rechten Seite genau so viele Elemente wie

6
AP = {(51,...,56) ;0 {0,1}, >0, :3},
i=1

i ()

Losung zu Aufgabe 13 wr013
Die Ergebnismenge ist Q = {s1, $2,..., 56, k1, k2,...,ks}, wo s; die Seiten des
Wiirfels mit den Augenzahlen und k; die abgeschliffenen Kanten reprasentieren.
Wir nehmen an, dass alle Elementarereignisse zur o-Algebra gehéren und dass

P{s1} =P{s2}=...=P{sg} =p

namlich

Also ist P(A) =2+ 2.
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P{k} = P{ks} = ... = P{ks} = g

Wegen Z?:l{si} + Z?:l{kj} = ist

6 8
8
1=PQ)=> P{si}+> P{kj}=6p+ TP ="5p
i=1 j=1

oder 1

Losung zu Aufgabe 14
1. In lockerer Formulierung entspricht das beschriebene Experiment der Vorge-
hensweise beim Lotto: Das Ziehen aus der ersten Urne kann man als Ankreuzen
von vier Zahlen auf einem Lottoschein mit 40 moglichen Ziffern ansehen. Da-
nach werden die Lose in der zweiten Urne mit den angekreuzten Zahlen schwarz
angestrichen und es geht dann um das Ereignis, dass beim Ziehen von vier Losen
aus der zweiten Urne wenigstens ein schwarzes Los gezogen wird.
Das Komplementérereignis, kein schwarzes Los zu ziehen, hat die Wahrschein-
lichkeit 36 ”

_ G _G)

&) (&)

und das Ereignis selbst die Wahrscheinlichkeitp =1 — q.

2. Um diese Formulierung dahingehend zu prézisieren, dass die erste Ziehung
ja ebenfalls zufillig ist, fithrt man neben dem gesuchten Ereignis A noch die
Ereignisse B, ein, dass bei der Ziehung aus der ersten Urne die Losziffersétze
x = (21,22, r3,24) gezogen werden. Dann gilt nach der Formel fiir die totale
Wahrscheinlichkeit

P(A) = P(A|B.)P(B.)

Die in 1. beschriebene Situation wird durch die bedingte Wahrscheinlichkeit
P(.|B;) beschrieben, wobei x die schwarz markierten Lose bezeichnet. Da es
sich um ein Laplace-Experiment handelt, hdngt die Wahrscheinlichkeit nicht
von der speziellen Auswahl ab. Es ist P(A|B,) = p fiir alle 2. Da die Ereignisse
B, eine Partition bilden, ist ) P(B;) = 1 und daher

P(A)=p> P(B.)=p

Loésung zu Aufgabe 15

Um die 40 Kugeln unterscheidbar zu machen, werden jeweils die 4 Kugeln, die
die gleiche Ziffer tragen, noch zusétzlich mit Nummern 1, 2, 3,4 versehen. Eine
Kugel wird dann durch ein Paar k = (z,n) mit z =0,1,2,...,9und n = 1,2, 3,4
reprasentiert. Als Zufallsmechanismus haben wir Ziehen von 4 Kugeln ohne
Zuriicklegen unter Beachtung der Reihenfolge mit der Ergebnismenge

O ={w = (k1,ka, ks, ka) ; k; = (2;,n;)paarweise verschieden}
mit

Q] =40-39-38-37
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Elementen.
Das Ereignis “Ziehen der Loszahl s = s1525354
w der Form

)

entspricht der Menge A, aller

w=((s1,m1), (s2,n2), (83,M3), (84,74))

a) Die Menge Asq94 enthilt 4 -4 -4 -3 Elemente: 4 Moglichkeiten, eine Kugel
mit Ziffer 3 zu ziehen, 4 fiir die 4, 4 fiir die Ziffer 9 und 3 Moglichkeiten, eine
Ziffer 3 zu erhalten, wenn sie vorher schon einmal gezogen wurde.

b) Die Ziffern 1 und 7 miissen beide vorkommen. Die Menge der moglichen
Loszahlen kan man daher in 3 Gruppen Gi, G2 und G3 einteilen, wo G; die
Menge aller Loszahlen ist, die aus 7 Einsen und aus 4 — 7 Siebenen besteht. Es

gibt
4
ai- ()

verschiedene Loszahlen mit ¢ Einsen und 4 — 4 Siebenen in der Menge G;.

Die Anzahlen |A,| fiir die Loszahlen z aus den einzelnen G; ergeben sich wie
in Teil a) : Fiiri = 1 sindesa; =4-4-3-2, fir i =2ay=4-3-4-3 und
fiir i = 3 a3 =4-3-2-4 verschiedene Kugelkombinationen. Die in b) gesuchte
Ereignismenge enthilt also

|G1| - a1 + |Ga| - a2 + |G3]| - a3

Elemente.
¢) Es gibt 40 - 36 - 32 - 28 Moglichkeiten, 4 Kugeln mit verschiedenen Ziffern zu
ziehen.

Lésung zu Aufgabe 16

Um die 70 Kugeln unterscheidbar zu machen, werden jeweils die 7 Kugeln, die
die gleiche Ziffer tragen, noch zusétzlich mit Nummern 1, 2, 3,4, 5,6, 7 versehen.
Eine Kugel wird dann durch ein Paar k = (z,n) mit z = 0,1,2,...,9 und
n=1,2,...,7 reprisentiert.

Als Zufallsmechanismus haben wir Ziehen von 7 Kugeln ohne Zuriicklegen unter
Beachtung der Reihenfolge mit der Ergebnismenge

O ={w=(k1,ka,ks,...,k7); k; = (z;,n;)paarweise verschieden}
mit
|Q] =70-69-68-67-66-65-64 =06041824588800
Elementen.

Das Ereignis “Ziehen der Loszahl s = s15253548558657” entspricht der Menge A,
aller w der Form

w = ((s1,n1), (s2,n2), (s3,n3),...,(s7,n7))

Die Menge A1111111 enthélt 7-6-5-4-3-2-1 = 7! = 5040 Elemente: 7 Moglichkeiten,
eine Kugel mit Ziffer 1 im ersten Zug zu ziehen, 6 fiir eine nochmalige 1 im
zweiten Zug usw.

Die Menge Ajgsas7 enthilt 7-7---7 = 77 = 823543 Elemente, weil es fiir
jeden Zug 7 Moglichkeiten gibt. Das Verhéltnis der Gewinnchancen bei den
entsprechenden Losen ist also

823543

~163:1
5040
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Loésung zu Aufgabe 18

Wenn man—statt Schubladen zu malen—an die Stelle, an der zwei Schubladen
aneinandergrenzen, einen Trennstrich malt, so lédsst sich die Aufgabe offensicht-
lich so formulieren, dass nach der Anzahl der verschiedenen Anordnungen von
N — 1 Trennstrichen und K Kugeln gesucht wird. Setzt man fiir Trennstriche 0
und fiir Kugeln 1, so entspricht das der Machtigkeit der Menge

N4+K-1
A = {(515"'a5N+K1); Z 0 = K}
i=1

die bekanntermaf3en

Elemente enthélt.

Lésung zu Aufgabe 19
Wenn man die K Kugeln nacheinander in zuféllig ausgew#hlte Schubladen legt,
erhélt man als Ergebnisse Vektoren

(n1,n2,...,nK)

wo ny die Nummer der Schublade ist, in die die k-te Kugel gelegt wird. Wegen
np = 1,2,..., N gibt es N¥ derartige Ergebnisse, die alle als gleich moglich
angenommen werden.
Um zu zeigen, dass dieser Ansatz zu anderen Wahrscheinlichkeiten fiihrt als der
mit Laplace-Annahme bei Aufgabe 18, reicht es sich ein einfaches Beispiel zu
iiberlegen. Bei N = K = 3 gibt es 3% = 27 Moglichkeiten.
Das Ereignis, dass in jeder Schublade genau eine Kugel liegt, wird durch die
Menge

A = {(n1, n2,n3) ; ist Permutation von (1,2,3)}

mit |A| = 3! = 6 Elementen beschrieben.
Das Ereignis, dass genau eine Schublade belegt ist, wird durch die Menge

B={(n,n,n); n=1,2,3}

mit 3 Elementen beschrieben.
Die beiden Ereignisse haben hier unterschiedliche Wahrscheinlichkeiten, bei ei-
ner Laplace-Verteilung in Aufgabe 18 wéren sie gleich.

Lésung zu Aufgabe 21

Die zufillige Auswahl von n Personen aus den N = 40 Personen, von denen
K = 2 Schmuggler sind, wird durch die hypergeometrische Verteilung mit der
Ergebnismenge Q = {0, 1,2} fiir die Anzahl der ertappten Schmuggler und der
Wahrscheinlichkeitsfunktion

() ()

T ="
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beschrieben. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist

06, 665

P{1,2} = f(1)+f(2)= (40) + (40)
~ nl(40 —n)! 238! 38!
B 40! ((n—l)!(38—n+1)! * (n—2)!(38—n+2)!)
38! [ 2-n!(40 —n)! n!(40 — n)!
40! <(n—1)!(39—n)! + (n—2)!(40—n)!>
1
= 3910 (2n(40 — n) +n(n — 1))
1 2
= goa ()

n ist so klein wie moglich zu bestimmen, so dass noch P{1,2} > 0.9 erfiillt ist.
Es ist

1 9
——(7T9n —n?®) > —
39400 ) Z g
genau dann, wenn
39-40-9
790 —n? > — gy — 1404

oder
n? —79n+1404 <0 ..

Die allgemeine Losung (n reell) der entsprechenden quadratischen Gleichung ist

m =5 (794 V79— 1404) = L (79 V635) =

Im Bereich 0 < n < 40 liegt

1
5 (79 25)

1
ng = (79 - 25) = 27,

praktischerweise gleich eine ganzzahlige Losung.

Anmerkung: Anstelle von der Bedingung P{1,2} > 0.9 kann man auch die
komplementiire Bedingung P{0} < 0.1 verwenden. Sie fiihrt mit weniger Re-
chenaufwand zum selben Ergebnis.

2.2 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Losung zu Aufgabe 22 wr022
1. Bei Beriicksichtung der Reihenfolge ist das Experiment Werfen von drei re-

guliiren Wiirfeln ein Laplace-Experiment mit 6 Ergebnissen (w1, ws,ws) und

w; = 1, ey 6.

2. Berechnung der bedingten Wahrscheinlichkeit des Komplementérereignisses

A,, dass die Sechs nicht vertreten ist:

_ A.,NB _
(s - PN B) S [A.nB|
a P(B) 5] 5]
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B ist die Menge der dreidimensionalen Vektoren mit paarweise verschiedenen

Komponenten aus dem Bereich 1,...,6 mit 6-5-4 Elementen. A,NB ist die Men-
ge der dreidimensionalen Vektoren mit paarweise verschiedenen Komponenten

aus dem Bereich 1,...,5 mit 5-4 -3 Elementen. Daraus ergibt sich
— 1
P(A.B) = 5
2
— 1
P(AdB) = 1-P(alB) =5

3. Mit drei verschiedenen Zahlen aus dem Bereich 1...6 kann man die Augen-
summe 8 nur durch die Kombinationen (1,2,5) und (1,3,4) und die jeweiligen
Permutationen der drei Zahlen erreichen. Die Menge A, N B enthilt daher 12

Elemente und es ist P .
Losung zu Aufgabe 23
Unter Berticksichtigung der Reihenfolge handelt es sich um ein Laplace-Experi-

ment mit der Ergebnismenge
Q, = {(w1,wa,...,wy) ; wp=1,2,...,6}

wobei wy, die beim k-ten Wurf erzielte Augenzahl ist. ,, enthélt 6™ Elemente.
Mit den Ereignissen

e A : Mehr als eine Sechs
e B : Mindestens eine Sechs
e C = AN B : Genau eine Sechs.
ist —
P(ANB) P(C)

P(A|IB)=1-P(AB) =1 - PB) :1_1—H§)

B ist die Menge aller Vektoren (wy,ws,...,w,) mit Augenzahlen 1,2,,3,4,5
und enthélt daher 5™ Elemente.

C besteht aus allen Vektoren, die an genau einer der n Positionen eine Sechs und
sonst nur Augenzahlen von 1 bis 5 enthalten. C besitzt daher n5"~! Elemente.
Also

3 6n—5n — ]
P(AIB) =1 - % =
(A|B) . T

Loésung zu Aufgabe 24

1. Das viermalige Werfen eines reguldren Wiirfels wird normalerweise als ein
Laplace-Experiment angesehen: P(A) = |A|/|2|. Eine bedingte Wahrscheinlich-
keit berechnet man daher nach der Formel

P(AnB) |AnB|/|Q |ANnB|

PAIB) = =5m = TBa. ~ 18
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2. Das Ereignis ,, Alle Augenzahlen sind verschieden* wird durch die Menge
B aller Vektoren mit 4 verschiedenen Komponenten aus dem Bereich 1...6 re-

prisentiert und enthilt nach Vorlesung (,,Ziehen ohne Zuriicklegen bei Beriicksichtigung

der Reihenfolge“) eine Anzahl |[B| =6-5-4-3 = 360 von Elementen.

3. Zur Bestimmung der Anzahl der Elemente der Menge AN B, die das Ereignis
»Alle Augenzahlen sind verschieden und die grofte geworfene Augenzahl ist 5
kann man mindestens zwei Wege einschlagen:

1. AN B besteht aus allen Vektoren aus der Menge B, an der an einer von 4
moglichen Positionen eine 5 steht und die restlichen drei Positionen durch
drei verschiedene Zahlen aus dem Bereich 1. . .4 besetzt sind, wofiir es 4-3-2
Mboglichkeiten gibt. Insgesamt enthilt ANB daher |ANB| = 4-(4-3-2) = 96
Elemente.

2. AN B entsteht dadurch, dass aus der Menge aller Vektoren mit vier ver-
schiedenen Zahlen aus dem Bereich 1...5 mit 5-4 -3 -2 Elementen die
Menge mit vier verschiedenen Zahlen aus dem Bereich 1...4 herausge-
nommen wird und enthilt damit |[ANB| = (5-4-3-2)—(4-3-2-1) =96
Elemente.

4. Daraus folgt
96 4

PAB)=—=—
360 15

Losung zu Aufgabe 25
Zu berechnen ist die bedingte Wahrscheinlichkeit

P(AN B)

PAIB) = =5 5

mit den Ereignissen

A : Bei drei Wiirfen fillt wenigstens eine Drei, und

B : Bei drei Wiirfen fillt wenigstens eine Sechs.

Als Wahrscheinlichkeitsraum nehmen wir das iibliche Laplace-Experiment mit
63 Ergebnissen an.

Das Komplement des Ereignisses B ist die Menge aller Wiirfe, bei denen keine
Sechs fillt. Dafiir gibt es 53 Moglichkeiten, so dass

3
P(B)_l—P(F)_l—(%) :%

Die Menge A N B besteht aus allen Wiirfen mit 2 Sechsen und einer Drei:
(3,6,6),(6,3,6),(6,6,3)

allen Wiirfen mit einer Sechs und zwei Dreien:
(6,3,3),(3,6,3),(3,3,6)

sowie allen Wiirfen, die eine Permutation der drei Symbole 6, 3 und z bilden,
wobei z eine der Ziffern 1, 2, 4 oder 5 ist. Bei 4 Moglichkeiten fiir z und 3! = 6
Permutationen sind das 24 verschiedene Wiirfe.

Daraus ergibt sich |A N B| = 30, woraus
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~30/216 30
-~ 91/216 91

P(A|B)

folgt.

Losung zu Aufgabe 27 wr027
Das Experiment besteht im zweimaligen Ziehen einer Miinze aus einem Kasten,

wobei die Miinze entweder golden (g) oder silbern (s) ist. Als Ergebnisraum

kann man aus dieser Sicht die Menge

Q= {(gag)a (ga S)a (Sag)a (Sa S)}

ansetzen.

Die Ereignisse A, B, C fiir die Auswahl eines der der drei Késten werden durch
die Mengen A = {(g,9)}, B={(g,9),(s,g9)} und C = {(s, s)} représentiert,

G1 = {(9,9),(g,s)} ist das Ereignis, im ersten Zug eine goldene Miinze zu
ziehen, und G2 = {(g,9), (s,9)} das entsprechende fiir den zweiten Zug.
Dal=P)=PA+B+C)=P(A)+ P(B)+ P(C) und jeder Kasten die
gleiche Chance bei der Auswahl haben soll, ist

Da bei Auswahl des Kastens B jede der beiden Miinzen die gleiche Chance
haben diirfte, als erste gezogen zu werden, ist

P{(s,9)) = P(9,9)} = ¢

anzusetzen.
Daraus ergibt sich

P(G2|Gy) = P(G1NGa) _ P{(g,9)} _2

P(Gy) P{(g,9)} + P{(g,5)} 3

Losung zu Aufgabe 28 wr028
Zur Beantwortung beider Fragen benétigt man die Wahrscheinlichkeit P(A),

die man iiber die Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit mit der Partition

B + B = Q erhiilt:

P(A) = P(A|B)P(B) + P(A|B)P(B)
Wegen P(B) =1— P(B) und P(A|B) = 1— P(A|B) ist
PA)=pb+(1—-p)(1—-0)=1-b—p(1l—2b)

a) P(A|B) = P(A) ist hier gleichbedeutend mit p = 1 — b — p(1 — 2b) oder
p=1/2.
b)

P(B

PBIA) = PAIB P = .= 5

S— | —
—
S| Ot
o
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Loésung zu Aufgabe 30
Zwei Ereignisse A, B sind nach Definition genau dann stochastisch unabhéingig,
wenn

P(ANB)=P(A)P(B) (1)
Ist P(B) > 0, so ist diese Gleichung dquivalent zu

P(A|B) = P(A) (2)

Wenn das Ereignispaar A, B stochastisch unbhéngig ist, dann auch das Paar
A,B.Ist 0 < P(B) < 1, so ergibt (2), angewandt auf B und B, dass A, B genau
dann stochastisch unabhéngig sind, wenn

P(A|B) = P(A[B) 3)

Zur Losung muss lediglich nachgerechnet werden, ob bei den angegebenen Zah-
lenwerten eine dieser Bedingungen erfiillt ist oder nicht. Am einfachsten geht
das mit Hilfe von (3):

1. Esist P(A|C) = 0.5 # 0 = P(A|C), daher sind A und C nicht stocha-
stisch unabhéngig.

2. Wegen P(B|C) =1— P(B|C) = 0.6 = P(B|C) sind B und C stochastisch
unabhéngig.

Will man eines der anderen beiden Kriterien verwenden, so benttigt man die
Wahrscheinlichkeiten P(A) und P(B), die man aus der Formel fiir die totale
Wahrscheinlichkeit mit der Partition C' + C' = Q erhiilt:

P(A) = P(A|C)P(C)+ P(A|C)P(C)
= 0.15
P(B) = P(B|C)P(C)+ P(B|C)P(O)
= (1-P(B|C)P(C) + P(B|C)(1 - P(C))
0.6

Fiir (1) muss man auch noch P(ANC) = P(A|C)P(C) und P(BNC) =
P(B|C)P(C) berechnen, was aber bei bereits bei der totalen Wahrscheinlichkeit
gebraucht wurde.

Losung zu Aufgabe 31

Variante 1: Wir nummerieren die Personen durch. Jeder Ziehung entspricht
ein Vektor w = (01,...,dn) ; 0; € {0,1}, wobei §; = 1 bedeutet, dass Person i
einen ,,Ja“-Zettel gezogen hat, §; = 0 bedeutet einen , Nein“-Zettel. Dann ist

N
Q= {(617-"75N); 5; €{0,1}, Zéi:M}
=1

mit Q] = (Aj\/[[) Elementen.
Das Ereignis, dass Person Nr. k einen ,, Ja“-Zettel erhélt, wird durch die Menge
Ay, aller Vektoren w € Q mit d; = 1 beschrieben. Jedem solchen Vektor

W = (51;---75k7171;5k+1;---75N)
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entspricht ein Vektor v = (e1,...,en—1), € € {0,1}, der genau M — 1 Einsen
enthélt. Also ist |Ag| = (N_l).

M—1
Wenn man davon ausgeht, dass jede Zettelverteilung gleich moglich ist, gilt
N-1
M
P(Ay) = (MT*) = — fiir alle k
() N

Variante 2: Aj sei das Ereignis, dass Person k einen ,Ja“-Zettel bekommt
und X, die Zufallsvariable ,,Anzahl der fiir die Personen 1...%k — 1 gezogenen
»Ja“-Zettel“

min{M,k—1}
PAy)= > PM&|(Xp=1) P(Xp=1).

=0

Unter der Bedingung (X, = [) befinden sich noch N — k + 1 Zettel in der
Schachtel, davon sind M — [ ,,Ja“-Zettel.
Es wird zuféllig ein Zettel gezogen, also:

M —1
P(Ak|(Xk:l)>:m

X}, besitzt eine hypergeometrische Verteilung: N Zettel (Kugeln), M davon ,,Ja*
(d.h. schwarze Kugeln), k — 1 werden gezogen:

(D GESY)

P(Xp=1) =
(:20)
min{M,k—1} M\ (N—-M
M-l ()G55)
P(Ay) = :
; N-k+1 (M)
B Z M —1 u(z\Aﬁz)! (kflfl)!((]J\\]/i]I\\?ikJrlJrl)!
B N-—k+1 N

l (—D)I(N—k+1)!
M! (NfM)

B M —1—1)1 \k—1—1
= NT
1 r—)I(N—F)!

(M=1)! (N—M)

M UM -1 \k—1-1
- ﬁz (N—1)!
1 =N k)

oM (HMTRENTY)
- ﬁz (N—l)

l k—1

=1

M

N

wobel die letzte Summe als Summe aller Werte einer Wahrscheinlichkeitsfunk-
tion gleich 1 ist.
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Losung zu Aufgabe 32 wr032
W, (Sy) sei das Ereignis, dass im n-ten Zug eine weifle (schwarze) Kugel aus

der betreffenden Urne gezogen wird, und es sei p, = P(W,,) und ¢, = P(S,,).

Dann gilt nach der Beschreibung des Experiments:

P(Wini1) = PWygr | Wa)P(Wn) + P(Waia | S)P(Sn)

oder
w+1 w
P s s
und
n+1 = P(Wﬂ) =1—pnn
Wegen p1 = % und ¢1 = % erhélt man nach diesen Formeln p; = p; und

g2 = q1 und dann durch iterative Anwendung p, = p; und ¢, = ¢ fir alle n.

Losung zu Aufgabe 33 wr033
Si (W;) sei das Ereignis, im i-ten Zug eine schwarze (weifle) Kugel zu ziehen.
Gesucht ist P(S3).
Der Ansatz

P(S3) = P(83]92)P(52) + P(S3|W2) P(W2)

ist zwar korrekt, er hilft nur nicht weiter, da P(S5|S2) und P(S3|W3) nicht
mittels eines Ersatzexperiments berechnet werden kénnen. Wenn im zweiten
Zug eine schwarze Kugel aus Urne 2 gezogen und in Urne 1 gelegt wird, dann
héngt es ndmlich noch vom ersten Zug ab, ob sich anschliefend in Urne 1 s oder
s + 1 schwarze Kugeln befinden.

Aus diesem Grund mufl man den Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit mit

der Partition
Ags =5S2NS1T  Ag =SanNW;

Aw5:W2m81 Aww:WQQW1

anwenden:
P(S3) = P(S3]|Ass)P(Ass) + - -+ + P(S3] Aww) P(Aww)

wobei P(Agy,) = P(Se NW7) = P(S2|W1)P(W7) usw. Unter den Bedingungen
A;j liegt der Inhalt der Urne 1 vor dem dritten Zug eindeutig fest, z.B. enthélt
sie unter Ags s schwarze und w weifle, unter A, s+ 1 schwarze und w — 1 weifle
Kugeln usw.

Losung zu Aufgabe 35 wr035
Mit den Ereignissen

By: k schwarze unter den sechs zuerst gezogenen Kugeln

und

A: Siebte gezogene Kugel ist schwarz

sind die gesuchten Wahrscheinlichkeiten P(A N By) = P(A|By)P(By) mit

() (c2)
(5)

P(By) =

Ausserdem ist

P(A|By) = 4;37
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denn nach sechs Ziigen befinden sich in der Urne noch 43 Kugeln, wobei noch
6 — k schwarz sind.

Losung zu Aufgabe 36

Zur Beantwortung der Frage braucht man nicht unbedingt Wahrscheinlich-
keitsrechnung, man kann das Ergebnis durch Haufigkeitsbetrachtung ermitteln.
Wenn man 120-mal Kandidat war, hat man — bei zufélliger Auswahl einer T1r
— in etwa 40 Féllen bei der ersten Entscheidung auf die Tiir mit dem Auto und
in etwa 80 Fillen auf eine mit einer Ziege gezeigt. Wenn man anschliefend nicht
umdisponiert, gewinnt man insgesamt also etwa 40 Autos.

Falls man umdisponiert, zeigt man beim zweiten Mal auf die Tiir mit dem Auto,
falls man urspriinglich eine mit einer Ziege ausgesucht hatte, und das ist 80-mal.
Ein passender Wahrscheinlichkeitsraum besteht aus der Ergebnismenge

Q = {(a,21),(a,22),(21,22),(22,21)}

wobei in einem Ergebnis (k, s) die erste Komponente k die Wahl des Kandidaten
und die zweite s die des Showmasters symbolisiert.

Als Ereignisalgebra nimmt man die Potenzmenge.

Interessante Ereignisse sind

Ktl = {(CL, Zl)a (av 22)}
d.h. der Kandidat wéhlt die Tiir mit dem Auto,
K.1 ={(=1,22)}

und
K. ={(22,21)}

d.h. der Kandidat wahlt eine Tiir mit einer Ziege.
Fiir die Wahrscheinlichkeiten diese Ereignisse gilt offensichtlich

1
P(K,)=P(K,1) = P(K.2) = 3
Das Ereignis “Gewinn” ist bei der Strategie “urspriingliche Wahl” durch die
Menge
G ={(a,z1),(a,22)} = K,

mit der Wahrscheinlichkeit P(G) = % und beim Umdisponieren durch
G ={(21,22)),(22,21)} = K1 + K.

mit der Wahrscheinlichkeit P(G) = % gegeben, wobei letzteres offensichtlich
glinstiger ist.

Losung zu Aufgabe 37

Die Schlussfrage kann man auch so formulieren: Tiir 3 ist offen und dahinter
ist kein Auto. Wie grof} ist unter dieser Bedingung die Wahrscheinlichkeit, dass
das Auto hinter Tiir 1 bzw. Tiir 2 steht?

Man braucht zur Beantwortung dieser Frage die Ereignisse

A; : Das Auto steht hinter Tiri, i =1,2,3

und

By, : Kandidat Y wdhlt die Tir k, k=1,2,3

Als Ansatz fiir die Wahrscheinlichkeit P geht man von den folgenden Annahmen
aus:
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1. Das Auto wird von der Fernsehcrew zufillig hinter einer der Tiiren plat-
ziert: P(A;) =1/3.

2. Kandidat Y hat keinen Informanten bei der Fernsehcrew und daher sind
die Ereignisse A; und By, jeweils stochastisch unabhéngig.

3. Kandidat Y kann daher nur raten, er wihlt zufillig eine Tiir: P(By) = 1/3.

Wenn wir exemplarisch von der obigen Frage ausgehen, sind die bedingten Wahr-
scheinlichkeiten P(A;|Bz N A3) und P(As|Bs N A3) mit dem Ereignis

Bs N As : Kandidat Y wihlt Tir 8 und das Auto ist nicht hinter Tiir 3
gesucht. Wegen Az = A; + A, ist

P(Al N B3N A_3)
P(Bg n A_g)
P(A; N Bs)

P(Al ﬂBg+AgﬂB3)
P(A1)P(Bs)
P(Ay)P(Bs) + P(A2)P(Bs)

1

2

und das Gleiche gilt fir A3 und alle weiteren Indexkombinationen. Es ist also
aus wahrscheinlichkeitstheoretischer Sicht egal, ob man umdisponiert oder nicht.

P(A1|Bg ﬂA_g) =

Losung zu Aufgabe 38
Mit ¢g=1—p:

Py = 3 PUABP(B)
n=0

o - n k n—k 7,ulu_n
= (e
n==k
oo ' 1
_ —u, k n: n—k, n_—
cr Ekk!(n—k)!q -

n! fillt raus, m=n—k,n=m+k
o0

— 1 m, m
= e “pky 4 th
! m
m=0
— o Hpk k i (1)
= P <l
Taylorreihe der Exponentialfunktion
k
e,
k!
_ ef(lfq),u (PM)k
N k!
_ o)
B k!
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Loésung zu Aufgabe 39 wr039
Man kann das Ganze als eine zweistufige Nachrichteniibertragung ansehen:

1. Am Anfang stehen die Alternativen, ob C gelogen (Ereignis C4) oder die
Wahrheit gesprochen hat (Ereignis Cf).

2. B gibt weiter, was er weiss — er ist also der Ubertragungskanal — und
sagt, C habe gelogen (Ereignis C3) oder C hat die Wahrheit gesprochen
(Ereignis Cy). Nachdem er selbst evtl. liigt, kann die Nachricht verfilscht
sein: P(C3|Cy) = p, P(C2|C1) =1 — p usw.

3. A gibt weiter, was er von B gehért hat, ist also der niichste Ubertragungskanal,
der mit gewisser Wahrscheinlichkeit falsch iibertragt und liefert die Aus-
sagen: C hat gelogen (Ereignis C3) oder C hat die Wahrheit gesprochen
(Ereignis C3), wobei P(C3]|C2) = p, P(C3]|C2) =1 — p usw.

Gesucht ist jetzt die bedingte Wahrscheinlichkeit P(C1|C3).

P(C3]C1)P(Ch)
P(Cs5|C1)P(Ch) + P(C5|C1)P(Ch)

P(Cs|Ch) ist nicht bekannt. Um etwas rechnen zu kénnen, muss man Cy ins
Spiel bringen:

P(C4]C3) =

P(C5]Cy) = P(C5NCs|Cy) + P(C5 N Ca|Cy)
_ P(C3NCyNCY) +P(Cgmc_2001)
P(Ch) P(C1)
_ P(C5nCanCy) P(ConCy)  P(C3NnCanCy) P(C2NCy)
B P(CyNCY) P(Cy) P(CanCy) P(Cy)

= P(C3|Cg n Cl)P(Cg|Cl) + P(C3|72 n Cl)P(C_2|Cl)

P(C3|CoNCy) und P(C5|C2 N Cy) sind auch nicht direkt gegeben. Wir nehmen
an, dass A nichts iiber C weiss, sondern nur die Aussage von B kennt, so dass
die Bedingung C; bzw. C; fiir die bedingten Wahrscheinlichkeiten keine Rolle
spielt:

P(C3|02001) = P(03|CQ)
P(Cs|C2nCr) = P(Cs|Cr)

Damit ist
P(Cs|Cy) = P(C3|C2) P(Ca|Ch) + P(C3|C2) P(Co|Cr) =p-p+ (1 —p)- (1 —p)

Uusw.

Losung zu Aufgabe 40 o wr040
1. Sind A, B stochastisch unabhéngig, dann auch A, B und es gilt daher

P(A|B) = P(A) und P(A[B) = P(A)

woraus die obige Gleichung folgt.
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2. Ist die Gleichung P(A|B) = P(A|B) erfiillt, so ergibt sich durch Umformen
die folgende Gleichungskette

P(ANnB) _ P(ANnB)
P(B) P(B)
P(ANB)P(B) = P(ANB)P(B)
P(ANnB)(1-P(B)) = (P(A)—P(ANnB))P(B)
P(ANB)—P(ANB)P(B) = P(A)P(B)— P(ANB)P(B)
P(ANB) = P(A)P(B)

und damit die stochastische Unabhéngigkeit.

2.3 Diskrete Wahrscheinlichkeitsriume

Losung zu Aufgabe 41 wr041
Variante 1: Momenterzeugende Funktion.

M(t) — i(et)nnp2qn—1:p2in(etqn let_p Z

n=1 n=1
= d 1 et
_ 2 t\n _ 2 7 .2
P ;( %) pdql—etq (1 —etq)

a) f ist Wahrscheinlichkeitsfunktion, denn offensichtlich ist f(n) > 0 fiir alle n

und
2

oo B B P 7}7_2:
;f(n)_M(m_ (Pl

b) Die Ableitung der momenterzeugenden Funktion nach ¢ ist

el(1 —efq)? + e2(1 — elq)elq

M = (L —eiq)?

woraus man den Mittelwert

erhalt.

Variante 2: Berechnung der Reihen.

a)
> fm)=p <Z npq"_1>

In der Klammer steht die Summe fiir den Mittelwert der geometrischen Vertei-
lung mit dem in der Vorlesung berechneten Wert 1/p, so dass

> fn) ===

n=1
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oo

my = Zn2 2 n—1 _ Zn(n_l)qn—l+inp2qn—l
n=1

= p2qzn(n—1)q 2+1=p2qd—q22q +1
n=2 n=0

? 1 2p°q q
2

P —+1= +1=1+2-=
dg* 1—¢q (1—q)? p

Loésung zu Aufgabe 44
Wir definieren (Z) := 0, falls £ > n, so dass wir die Fallunterscheidung weglassen
konnen. Nach Definition der bedingten Wahrscheinlichkeiten gilt

P(Y = k)|(X =n)] = DY =R DX =n)

P(X =n)
auBerdem gilt
Iy =N =m) = S = k)N (X =)
und so erhalt man - o
PY =k) = ip[(y = k)N (X =n)|

= D> PIY =k)|(X =n)]- P(X =n)
n=0

= i <Z>p’“(1 —p)"_’“e_“”n—T

n=0
_ n—k _— /J’n
= Z k' 1 — ) e Hm
Y o N € e ) K/ A (1—p) pt*
k! £ (n— k)! o n!
- k = (pﬂ)k (1-p)
- ku“ Z il
- (pu)’“
o P -

Y ist also Poisson-verteilt mit Parameter ppu.

Losung zu Aufgabe 45

Nach Definition der erzeugenden Funktion mufl man die gegebene Funktion in
eine Potenzreihe entwickeln. Der Koeffizient bei z™ ist dann der Wert f(n) der
zugehorigen Wahrscheinlichkeitsfunktion an der Stelle n. Mit der Taylorreihe
der Exponentialfunktion erhélt man im vorliegenden Fall

Mz—=1) _ Az—XA _ Az _—X\ _ — (A" -\ _ = —A/\ n
(& =e€ =€ e = Z n' & = Z n' z

n=0 ’ n=0
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Die Funktion ist also die erzeugende Funktion der Poisson-Verteilung mit Para-
meter .

Losung zu Aufgabe 47
Gesucht ist die Wahrscheinlichkeitsfunktion f(k) zu

f(z) = : = 3 P
1@ =G=7 k;f(k)

Eine Moglichkeit zu deren Bestimmung, die immer funktioniert, aber sehr ar-
beitsaufwendig sein kann, ist der Weg iiber die Taylorentwicklung;:

fe) = Y90

= S0 = 00

Bei dieser erzeugenden Funktion ist es jedoch einfacher, das Problem auf die
bekannte geometrische Reihe zuriickzufithren, indem man den quadratischen
Term im Nenner als Ableitung schreibt:

f(Z) = (2 _ Z)Q

Da man Summe und Ableitung vertauschen kann, erhélt man so

o = 35AG)

L

k—1
kkz

I
NN

M8
[\

1

1
ok+1

8?),
I

k2F

(]

k=1
Man erhélt also die Wahrscheinlichkeitsfunktion

k
fk) = o

fiir alle & einschlieflich 0, da f(0) = 0 gilt.
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Die Berechnung des Mittelwerts erfolgt wieder iiber die momenterzeugende

Funktion M (t) = f(e?), fiir die gilt:

m1 = M'()imo = f'(")e' =0 = f'(1)

Uber die erste Ableitung der erzeugenden Funktion

F(2) = (2—2)2—2-22—-2)(-1) (2—-2)+2z 24z
B (2-2) C2-273 (2-2)
erhalten wir also den Mittelwert
my = f'(1) =3

Losung zu Aufgabe 48

S

A 1342 1 3 1
1) = 53—z_§<3—z+z3—z>
1 1 Lz 1 >
2\1-% 31-3%

1
2

NE
e
+
W N
NE
§|N3
N—————

3
Il
=]
3
Il
=]

S

3
Il
=]
3
Il
=]

3

NE
SR
+
M
E
N—————

N~

I

| =
+ /\/\/ﬁ/\/‘\

3
OJ|N
3

+
[]#
ol
S| s
i [
~

3
Il
=]

H
_|_
[N}
[M]8
%

N~

e
w
3
N

N~

woraus folgt, dass

f(0) = % und f(m) = (%)m firm=1,2,...

Den Mittelwert erhilt man aus

5 1B83-2)+B+=2) 3

() = 3 (3—2)? - (3= 2)2
zu A 3
my = f'(1) = 1
Die zweite Ableitung ist
23 —2) 6
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so dass das zweite Moment
P 6
ma = f1(1)+ f(1) = £ +
und die Varianz

iy —my—m2 = 3 (3) 15
2 = My m1—2 =

Losung zu Aufgabe 51 wr051
Es ist Z(w) = n genau dann, wenn X (w) = k und Y (w) = n — k fiir irgendein
k=0,1,...,n. Also

(Z=n) = {weQ; Z(w)=n}

= O{wGQ;X(w):k AN Yw)=n—-k}
k=0

= i{wEQ;X(w):k A Yw)=n—-k}
k=0

denn wenn ein w in zwei dieser Mengen liegen wiirde, etwa mit den Indices k' #
k", dann miifite gleichzeitig X (w) = k' und X (w) = k" gelten, was unmdoglich
ist.

Ferner gilt

fZ(n) = P(Zzn)zP(i(sz)ﬂ(an—k))

und wegen der Unabhéngigkeit ist das gleich

ST P(X=k)-P(Y fo (k)Y (n—k)

k=0
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Losung zu Aufgabe 52 wr052
1. Fiir zwei Zahlenfolgen ag, a1, ... und by, b1, . . ., deren Reihen absolut konver-
gieren, gilt die Cauchysche Summenformel

Z Z arbn—r, = aobo +

n=0 k=0
agby + a1bo +
agbz + a1b1 + azbg +
aopbs + a1bs + azby + asby +

= ao(b0+b1+...)+a1(bo+b1+...)+...

- () ()

2. Mit ap = f*(k)z* und b,, = ¥ (m)z™ erhiilt man daraus

fro(z) = Z(Zf(k)g(n—k)> 2

0
= f(2)4(2)
3. Sind X und Y Poisson-verteilt, so erhilt man aus Aufgabe 45, dass
§(z) = eAE=D) on(z=1) _ ((A+p)(2—1)
was bedeutet dass die Zufallsvariable Z wieder Poisson-verteilt mit dem Para-

meter A\ + p ist.

Losung zu Aufgabe 53 wr053
Die erzeugenden Funktionen fiir die Verteilungen der Zufallsvariablen X} sind
fir alle k£ gleich:

fu(2) = £(0)2° + f(1)2' = g+ p2

Mehrfache Anwendung der Formel aus Aufgabe 52 liefert fiir die erzeugende
Funktion der Verteilung der Zufallsvariablen S
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F52) = fi2) - fo(z) - fulz) = (g +p2)"

Um die Wahrscheinlichkeitsfunktion f° zu erhalten, muss man die erzeugende
Funktion in eine Potenzreihe entwickeln. Das geht hier ganz einfach mit der
Binomialformel:

=S Qoo (re)-

k=0

Die Terme in runden Klammern sind dann die Werte f°(k) der Wahrscheinlich-
keitsfunktion, in diesem Fall also der Binomialverteilung.

Losung zu Aufgabe 54 wr054
Die geometrische Verteilung ist charakterisiert durch den Ergebnisraum N, die
o-Algebra 2N und die Wahrscheinlichkeitsfunktion

f(n) = Py{n} = pg"~!
mitg=1-—p
Zu berechnen ist die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Verteilung der Zufallsva-
riable Z, also
f#(n) = P?{n} = P(Z = n)

Anstelle der Ereignisse (Z = n) betrachtet man beim Minimum von Zufallsva-
riablen besser (Z > n), denn

(Zzn) = {w; Z(w) = min(X(w),Y(w)) = n}

) >
= {w; X zn}n{w; Y(w) = n}
= X>2nn¥ >n),

weil wegen der stochastischen Unabhéangigkeit von X und Y gilt

P(Z=n)=P((X = n)N(Y 2 n)) = P(X = n)P(Y = n)

Es ist
P(X>n) = PX{nn+1,..}=>Y f(k)
k=n
o0 0 n—1
_ k=1 _ ,_ n—1 P4 _ o n—1
= pY ¢ =pqg k:Oq =14 ¢

und entsprechend

woraus

P(Z>=n)=(¢)""

folgt. Die Wahrscheinlichkeitsfunktion zu P# erhilt man aus der Zerlegung

(Z>n+1)+(Z=n)=(Z>n)
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zZu
fZ(n) = P(Z=n)—P(Z>n+1)
= (@) = ()" =0 =)
also die geometrische Verteilung mit Parameter p = 1 — ¢2.
Losung zu Aufgabe 55

Es ist
1 a \* k
k = — _ =
f(k) 1+a(1+a> pa

wobei 0 < p < 1 und p + ¢ = 1. Daraus folgt, dass f(k) > 0 fiir alle £ und

fky=p> ¢"=p——=p=-=1
2 W= =y =,

f ist daher eine Wahrscheinlichkeitsfunktion. Die zugehorige Verteilung heifit

die Pascal-Verteilung.

Die momenterzeugende Funktion ist

M(t) =Y e =pY (¢¢')" =p

k=0 k=0

1
1—gqet

und besitzt die Ableitungen

t

pge
Mt)= —
) (1 —qge')?
und ) )
a7 — Pae (L —aeh)” + 2p(ge’)*(1 — ge’)
( ) - 1 _ +\4
(1 —qe)
mit
M'(O):mlzgza
p
und )
2
M"(0) =mg = pq-}; 4 — o+ 24

Daraus ergibt sich die Varianz

2

g =mg — (m1)? =a+a* = a(l +a)

Losung zu Aufgabe 58

Die hypergeometrische Verteilung beschreibt das Experiment des Ziehens von
Kugeln aus einer Urne ohne Zuriicklegen und ohne Beriicksichtigung der Reihen-
folge mit der Anzahl der schwarzen Kugeln unter den gezogenen als Ergebnissen.
Wenn man von der Vermutung ausgeht, dass der Prozentsatz von schwarzen
Kugeln unter den gezogenen in etwa dem Prozentsatz der schwarzen Kugeln in

der Urne entspricht, dann miisste der Mittelwert gleich

K
—n

N
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sein. Damit hat man schon ein Ziel, auf das man bei der Bearbeitung der Formel
fiir den Mittelwert hinarbeiten kann.
Die Wahrscheinlichkeitsfunktion der hypergeometrischen Verteilung H(N, K, n)

ist N K

() k)
()
fir k =0,1,...,n. Wegen der Konvention, dass Binmialkoeffizienten gleich Null
sind, wenn die untere (natiirliche) Zahl negativ oder gréfer als die obere ist,
wird solchen Ergebnissen k, die aufgrund der Konstellation von N, K und n
nicht moglich sind, automatisch der Wert f(k) = 0 zugewiesen, so dass man
sich beim Umformen nicht darum zu kiimmern braucht.

flk) =

n

mi = Y kf(k) = kf(k)
k=1

k=0

n K!
- 1o FE—F)! N-K
B Z N1 n—k

k=1 nl(N— n)'

-~ TG—DIE R 1'(K 1 (N - K
N 71)' n—k
k=1 (n=DI(N—n)!
Wegen K —k=(K—-1)—(k—1), N—n=(N—-1)—(n—1) usw. ist
n N-1)—(K—-1
m an k— 1)((77, 13 Ek 1)))
1=
N (n 1)

und mit der neuen Laufvariablen m = k — 1 fiir die Summe

KOS
m = ——=n —
N Zo b
—1

f ist die Wahrscheinlichkeitsfunktion der H(N — 1, K — 1, n — 1)-Verteilung und
da die wesentliche Eigenschaft einer Wahrscheinlichkeitsfunktion darin besteht,
dass die Summe aller ihrer Werte gleich 1 ist, erhdlt man wie vermutet

mp = —n

N

Losung zu Aufgabe 62 wr063
Das Spiel wird durch das Laplace-Experiment mit der 16-elementigen Ergebnis-

menge der Paare (i, k) mit ¢,k = 1,2, 3, 4 repriisentiert. Der (Netto-)Gewinn ist

eine Zufallvariable G mit den Werten 4, —1, —2, —3 und

(G=4) = {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4)}
(G=-1) = {(172)7(271)7(2 3)7(372) (374)7(473)}
(G=-2) = {(1,3),(3,1),(2,4),(4,2)}
(G=-3) = {(1,4),(4,1)}



Der Erwartungswert von G berechnet sich daher zu

4 6 4 2 4
= 4 . —_ —1 - —_ _2 pppe— — @ —_ = —_-—
£a 16 +(= 16 (=2) 16 +(=3) 16 16
Ist die Auszahlung im Fall gleicher Zahlen das Sechsfache des Einsatzes, so wird

in diesem Fall G =5 und £G = 0.

Loésung zu Aufgabe 63 wr064
Das Werfen von n reguldren Wiirfeln ist ein Laplace-Experiment mit der Ergeb-
nismenge

Q, ={w=(w1,wa,...,wp); w; €{1,...,6}}

mit |2,,| = 6™ Elementen. Ist A,, die Menge der Ergebnisse w = (w1, ws, . .., wy),
bei denen alle Augenzahlen w; < 5 sind, so ist die Gewinnfunktion beim Werfen
von n Wiirfeln gleich

| witwr 4w, falls weA,
Gn(w) _{ 0 sonst

Als Kriterium fiir die optimale Anzahl von Wiirfeln wihlen wir den Erwartungs-
wert

gn=EGn = Y Gn(w)Pu{w}

weN

1
= 6—nZw1+w2+---+wn (4)
wWEA,
Um eine Vorstellung von der Formel fiir die Zahl g,, zu bekommen, berechnen
wir iiberschlagsweise den mittleren Gewinn pro Spiel bei der Durchfithrung von
N Spielrunden. Dabei wird ungefiihr bei

| Ay 5\"
M = P(A,)N = N=(-]) N
AN =T = G
Runden ein positiver Gewinn zu verzeichnen sein. Bei diesen M Runden wird
insgesamt Mmn-mal ein Wiirfel geworfen, wobei die fiinf relevanten Augenzahlen
1,2,3,4,5 etwa gleich oft, d.h. Mn/5-mal vertreten sind. Die Gesamtsumme der
geworfenen Augenzahlen ist daher

M 5\"
T"(1+2+3+4+5)_3n(6> N

und die mittlere Augenzahlsumme pro Runde gleich

5 n
gn = 3n | = 5
=3 (3) )
Durch vollstdndige Induktion nach n kann man leicht beweisen, dass die Summe
(4) genau diesen Wert (5) besitzt.

Zur Bestimmung der Maximalstelle der Funktion (5) betrachten wir die Quoti-
enten B
_ Int1

In
Esist ¢, > 1 fiirn < 5, ¢, < 1 fiir n > 5 und g5 = 1, so dass die Anzahlen
n =5 = 6 die Maximalstellen sind.

dn
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2.4 Geometrische Wahrscheinlichkeiten

Losung zu Aufgabe 64

Denkt man sich die Miinze in eine dicht abschlieende Kugel eingepackt, so
wiirde die Miinze dann auf dem Rand stehen bleiben, wenn der Auftreffpunkt
der Kugel auf dem Boden zwischen den beiden Kreisen liegt, in denen die Miinze
die Kugeloberfliche beriihrt.

Wenn beim Wurf der Miinze bzw. der Kugel jeder Punkt auf der Kugelober-
fliche die gleiche Chance hat, der Auftreffpunkt auf den Boden zu sein, so ist
das passende Wahrscheinlichkeitsgesetz die uniforme Verteilung auf der Kugelo-
berfliche. Damit die Wahrscheinlichkeit, dass die Miinze auf den Rand oder eine
der beiden Seiten fiillt, jeweils 1/3 ist, mufl die Miinze so proportioniert sein,
dass bei der umhiillenden Kugel die Fliche zwischen den beiden Beriihrkreisen
und — aus Symmetriegriinden — die Fliche der beiden Kugelkappen, die durch
die Beriihrkreise festgelegt werden, jeweils ein Drittel der Kugeloberfliche aus-
macht.

Ist R der Radius der Hiillkugel, » der Radius der Miinze und d die halbe Dicke
der Miinze, so ersieht man aus Abbildung 1, dass

R =11 d (6)

Nach Bronstein, Taschenbuch der Mathematik, Abschnitt 2.6.2.4 ist die Fliche
der Kugelkappe gleich

F=27R(R—d)
und das Verhéltnis von F' und der Kugeloberfliche O gleich

F 2rR(R—d) R-d 1

O  47R2 2R 3

genau dann, wenn R = 3d.
Eingesetzt in (6) ergibt das fiir die Proportionen der Miinze das Verhéltnis

Dicke d 1

Durchmesser 7 /8

Losung zu Aufgabe 65
Die zufillige Auswahl eines Paars (x1,z2) von Zahlen aus dem Intervall [0, 1]
wird durch die uniforme Verteilung auf der Menge

M = {(,Tl,l'g) ER2; 0<z; < 1}
beschrieben. Die Mengen

. 1 1 1
A ={(z1,22) € M ; min(z1,22) < Z} ={(x1,22) E M ; 1 < 1 oder x5 < Z}
und

1 1 1
B = {(z1,22) € M ; max(z1,x2) > 5} ={(z1,22) €M ; 21 > B oder x5 > 5}
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R-d

Abbildung 1: Das Miinzenproblem

Abbildung 2: Zu Aufgabe 65
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sind in der Abbildung 2 quer bzw. lings schraffiert dargestellt. Daraus ersieht
man sofort, dass
P(ANnB) [AnB| 2 1

PAIBY = =5 = B "6 3

Loésung zu Aufgabe 66

Nimmt man einen Stab der
Lénge 1, so kann man wie in der
nebenstehenden Abbildung die
beiden Knickstellen durch zwei
reelle Zahlen x1 und zo mit 0 <
r1 < 9 < 1 représentieren.

Zufilliges Brechen entspricht dann der uniformen Verteilung auf der Menge

0 T P

T1 Z2

M:{(xl,xg)eRQ;nglgngl}

wie sie in der Skizze unten dargestellt ist.
Aus den drei Bruchstiicken 1t sich ein Dreieck immer dann formen, wenn die
Summe der Léngen von je zwei Bruchstiicken mindestens so grofl ist wie die
Lénge des verbleibenden Stiicks. Fiir die Koordinaten der beiden Knickstellen
bedeutet das, dass die drei Ungleichungen

xlgl—xl 1—I2§I2 y $2—ZC1SZC1—|—(1—I2)

3
beziehungsweise

1 1
1 < y X225, 255+ T

(ST

erfiillt sein miissen.
Die Menge A der Paare (x1, x2), die diese Bedingungen erfiillen, ist in der nach-
stehenden Abbildung dargestellt. Man sieht direkt aus dieser Skizze, dass

_ A1
P(A)= 101 =
1
A
05 M
I I
05 1

54
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Loésung zu Aufgabe 67

Im Gegensatz zur Aufgabe 67 werden die Knickstellen hier nicht gleichzeitig und
unabhéngig voneinander ausgewihlt, sondern in einem zweistufigen Verfahren,
bei dem die Auswahl der zweiten Knickstelle von der der ersten abhéngt. Wenn
man aus Symmetriegriinden annimmt, dass das lidngere Stiick das rechte ist, so
erfolgt die Auswahl der ersten Knickstelle 1 gem#8 der uniformen Verteilung
im Intervall [0, 3], d.h. mit der Dichte

2 falls 0<z1 <

1
fi(e) = { 0 sonst ’

und — bei gegebenem x; — die Auswahl der zweiten Knickstelle zo nach der
uniformen Verteilung im Intervall [z1, 1] mit der Dichte

_#11 falls T S i) S 1

fataalen) = {

sonst

Die Dichte fiir das Gesamtexperiment ist dann nach Vorlesung f(x1,x2) =
fi(x1) fa(xa]z1). Die Menge A der Paare (z1,x2), bei denen man ein Dreieck
bilden kann, ist die gleiche wie in der vorhergehenden Aufgaben. Ihre Wahr-
scheinlichkeit ist hier

P(A) = /!A(.Il,xg)f(zl,zg) d(Il,Ig)

3 3ter 9
= / / dCCQ dIl
0 1 1—x

2log(2) — 1

2.5 Verteilungsfunktionen und Dichten

Losung zu Aufgabe 68

Es muss a # (3 sein, damit der Nenner o — 8 von Null verschieden ist, sowie
a > 0 und 8 > 0, damit die Exponentialfunktionen integrierbar sind.

Damit ist f bereits eine Dichte:

1) Da die Funktion ¢t — e~ bei x > 0 in ¢ monoton fillt, ist e=#% < e~
genau dann, wenn 3 > «, so dass der Term

e—Bw _e—aw
a—p

und damit f(z) fiir z > 0 stets positiv ist.
2)

flx)dx = af [ (e7F — e ") dx
/ =7/

o « > —Bz _ 6 > —ax
= a—ﬁfo Be Prdx a—ﬁ/o ae” “Pdr
o B

a—f a-p
=1
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Loésung zu Aufgabe 69 wr070

fiir ¢ = 6.
1
my = /:vf(x)dx :/ 62%(1 — x)dr = =
0
1
ma :/x f(x)dx:/ 623(1 — ) de = —
0 20
— ) = 55
mo = Mo mi = 20
Losung zu Aufgabe 70 wr071

Die Variablensubstitutionen y = z — 8 und s = y/« ergeben

o c c [ 1
de = =L —a
/f(x) v /,mauy? Y a/,oo1+t2

(arctan(oco) — arctan(—o0)) = éﬂ'

Q1o

und damit ¢ = %

Fiir den Mittelwert miisste z.B. im Fall a =1 und 6 =0

1
i

of () =

mit der Stammfunktion 1
o log(1 + z?)

integriert werden. Da die Stammfunktion fiir x — oo und x — —oo unbe-
schrinkt wéchst, existiert dieses Integral nicht. Es gibt keinen Mittelwert und
damit auch keine Varianz.

Losung zu Aufgabe 71 wr072
Die Funktion

a, —t
F,(t)=e"€¢F€
ist fiir alle ¢ differenzierbar mit der Ableitung

a, —t —(t—a
fot) =F,/(t) =e%e e ¢ ¢ = e~ (tma)e—€ (=

Sie ist also insbesondere stetig und wegen f,(t) > 0 monoton steigend.

Fiir t — oo konvergiert s = ¢~* gegen Null und damit F,(t) = e "% gegen 1.
Fiir t — —oo konvergiert s = e~* gegen co und damit F,(t) = e~¢"* gegen 0.
F,, besitzt also alle Eigenschaften einer Verteilungsfunktion und f, ist die zu-
gehorige Dichte.

Fiir den Mittelwert dieser Verteilung erhélt man

mi :/tfa(t)dt:/(t—a)fa(t)dt—l—a/fa(t)dt:/sese_e_s ds+a
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wobei beim ersten Summanden die Substitution s = ¢ — a angewandt und beim
zweiten die Tatsache verwendet wurde, dass das Integral iiber eine Dichte stets
1 ist.

Durch die Variablensubstitution £ = e~® mit s = —In(z) und % = —% erhélt
man fiir das verbleibende Integral bei Berechnung als uneigentliches Riemann-
sches Integral

) s 0 00
/ se®e” ¢ ds= / (—In(z))xe™ — e dzr = —/ In(z)e™" dx
z 0

— 00 o0

S

Laut Integraltafel (z.B. Bronstein) ist dies die Eulersche Konstante . Also
mi =7y +a.

Loésung zu Aufgabe 72
Die Funktion Gg ist differenzierbar und ihre Ableitung

t 0 firt <0
95(t) #e*%(ﬁ) firt >0

ist nichtnegativ. Daraus folgt, dass G stetig und monoton nichtfallend ist.
Offensichtlich gilt lim;_,oc G(t) = 1 und lim,—,_ o, G(t) = 0.

gp ist die Dichte dieser Verteilung (Rayleigh-Verteilung).
Fiir das erste Moment dieser Verteilung erhélt man

£\2
my z/tgﬁ(t)dt: Y oi(5) ¢
0

Substitution von s = ¢/ mit % = f3 ergibt

2

o0
my = ﬁ/ s?e” T ds
0

Da der Integrand eine gerade Funktion ist, ergibt sich schliefllich — vgl. die
Berechnung des zweiten Moments der A/(0, 1)-Verteilung in der Vorlesung —

1 [ 52 1
mq 255/ s?e” T ds=ﬁ§\/2w=6\/§

Zur Berechnung des zweiten Moments benutzt man partielle Integration:

ma

| Il
~ \
N =,
~~
.
® —~
~
wl ~—
— QU
e =+
~—
o
—
[E— O\
=
| o
Yo S—
2 3
[N} 99
o+ |
/~ wl
| —~
@l
@ \;
M
N N———
—
@l <%
~— ~
—
QU
~

I
o
+
[
@
V]
S—
8
) (V]
o
¥
—
e
S~—
Q
~

— 20 [ galt) at = 25°

Die Varianz ergibt sich schliefllich aus der Formel mo = mo — m%.
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Loésung zu Aufgabe 73 wr074
Die Funktionen f,(¢) sind Dichten und haben daher fiir alle n € N die Eigen-
schaften

Y

0 fiir fast alle ¢

fn(t)
/ fadt = 1 (1)

Wir berechnen nun den Mittelwert der zugehorigen Verteilungen:

my(n) = /OO tfn(t)dt

— 00

[es} nyn—1
= / po M xgy
(n —1)!

oo yn+1lin
_n. / AT t —
A Jo
n oo
— X 0 fnJrl
= 1 wegen (7)
-
A
2.6 Zufallsvariablen
Losung zu Aufgabe 76 wr077

Die N (0, 1)-Verteilung besitzt die Dichte

Die Verteilungsfunktion FX der Verteilung von X berechnet sich aus
FX(t) = PX(—o0,t] = P(X <t) = P{s € R; X(s) < t}

Wie man sich anhand des Graphen der Funktion X (s) leicht iiberzeugt, muss
man die Fille a < 0 und a > 0 unterscheiden. Bei a > 0 ist as + b < ¢, wenn
s < %, und bei a < 0 gilt diese Ungleichung, wenn s > %.

a > 0 Die Verteilungsfunktion ist

FX(t) = P(—o0, — ] =9



und die Dichte als Ableitung von FX

t—0b.1 1 1 2
X _ _ — L (t—b)
t) = - = e 2a2
f ( ) 80( a )a oma?

a < 0 Wegen der Stetigkeit der Verteilungsfunktion ® ist

P(~50,y) = lim ®(x) = B(y)

z,y
und daher
t—b t—b t—>b
FX(t) = P2 00) = 1= P(-o00, =) = 1 - &(=—7)
mit der Dichte
t—b.1 t—b, 1 1 1 2
X _ _ _ — 5 (t—b)
t) = — — = = a2
R = (=)=~ = p(—)— Nl
Die Dichte hat also in jedem Fall die gleiche Gestalt.
Losung zu Aufgabe 77 wr078

Die £(\)-Verteilung besitzt die (stetige) Verteilungsfunktion F(s) = 1 —e™**
fiir s > 0 und F(s) = 0 fiir s < 0. Die Verteilungsfunktion FX(¢) der Verteilung
von X ergibt sich demgemé&f zu

FX(t) = PX(—o0,t]=P(X <t)=P{scR; X(s) <t}

= P{s<0;X(s) <t}+ P{s>0;—log(s) <t}

= 0+ Ple™",00)=1— P(—o00,e” ")
Da die Verteilungsfunktion F' stetig ist, gilt

P(—oc,e ) =F(e " —0)=F(e ) =1~ e e
und damit .,
FX(t) = e

Losung zu Aufgabe 80 wr081

Variante 1: Direkte Berechnung der Verteilungsfunktion FY (t) = P(Y < t) mit
V<) ={w|Y<t={w|e X <y

a) Da e X immer positiv ist, gilt fiir t < 0, dass (Y < t) = () und damit

FY(t)=0.

b) Fiir positive ¢ gilt

e XW) <o X(w) <) & Xw) > —In(t)

oder
(Y <1) = (X > —In(t))
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woraus man

FY(t) = P(Y <t)=P(X>-In(t))=1-P(X < —In(t))
21n(t — ln(tQ)
= 1—F(—1n(t)):1—e_(e ())=1—e (e )
= 1—e_t2
erhélt.

Variante 2: Anwendung des Transformationssatzes mit der Funktion G(z) =
e~ *. Die Dichte
flw) = F'(w) = 2e7 27 F(a)

ist positiv auf der Menge M = R! und M wird durch G auf M* = (0, c0)
abgebildet. Die Funktional-,Determinante® ist

d
Ja(z) = %G(x) =—e "
und die Umkehrabbildung z = G*(y) = — In(y).

Als Dichte g der Zufallsvariablen Y erhélt man daher nach dem Transformati-
onsssatz g(y) = 0 fiir y <0 und

1
[Ja(G*(y))]

21 —2
= 2e Y — =2y Y
Y

= 2e2) F(~In(y)

(G (y))

9(y) eln(y)

flir positive y mit der Verteilungsfunktion

t fiir
FY(t)=/ g(y)dy={ ) .2 r=0

o 1—e™ firt >0

Losung zu Aufgabe 83

Das Experiment mit den Ergebnissen (x, y) y
wird durch die uniforme Verteilung auf i
dem Einheitsquadrat des R? beschrieben 1
und die Wahrscheinlichkeit des Ereignis-
ses, dass der Abstand hochstens t be-
tragt, ist—s. Vorlesung, Abschnitt iiber A,
geometrische Wahrscheinlichkeiten—gleich
der Fliche der Menge A; in der nebenste- 1t
henden Skizze oder gleich der Fliche des
Einheitsquadrats minus der Flachen der
beiden restlichen Dreiecke, was t 1

(1—#)?
2

Y
S

P(A)=1-2 =1-(1—-t)y? =2t

ergibt.

Die Verteilungsfunktion FZ(t) = P(Z < t) ist gleich Null fiir ¢ < 0 und gleich
Eins fiir ¢ > 1, da es keine negativen Abstédnde gibt und da der Abstand mit
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Wahrscheinlichkeit 1 stets kleiner oder gleich 1 ist. Fiir 0 < ¢t < 1 ist FZ(t) =
P(A;) =2t —t2
Durch Ableiten erhilt man die Dichte der Verteilung zu

0 falls t <0
fZH) =< 21—t falls0O<t<1
0 falls t > 1

und den Mittelwert

ml(PZ):/tfz(t)dt:/olm‘(l—t)dt:%

Wer sich ohne Riicksicht auf das Ergebnis von Aufgabenteil a das Leben beson-
ders schwer machen will, der berechnet die Dichte fZ iiber den Transformations-
satz fiir Dichten. Da die Funktion Z(z,y) aber bei = y nicht differenzierbar
ist, muB man den R? — wie in der niichsten Zeichnung dargestellt — in die
Mengen

M,

M,

My = {(z,y);0 <z <y <1},
My = {(z,y);0 <y <z <1}

und eine Restmenge N zerlegen. Auf M; benutzt man die Transformation Gy:

n=y—x=2Zxy)
ZQZy

mit Jg, = —1 und auf My die Abbildung G5 mit

n=x—y=27Z,y)

zZo =T

und Jg, = 1.
Die Bildbereiche sind

M{=M;=M"={(z1,22);0< 22 <1und 0< 21 < 22}
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und f(G}(z1,22) = 1. Als Dichte des Zufallsvektors (Z1, Z3) ergibt sich daher
g(z1,22) = 1 1prr (21, 22) + 1 1agz (21, 22) = 2 - Lag (21, 22)

und als erste Marginaldichte fiir 0 < z; <1

1
g1(z1) = /9(21,22)d22 = / 2dze =2(1 — z1)

2.7 Mehrdimensionale Verteilungen

Losung zu Aufgabe 85

1. Da die Dichte f(z,y) fiir nichtpositive z oder y gleich Null ist, sind es auch
die Marginaldichten f;(z) und f2(y). Fiir positive  bzw. y erhilt man

2.

filz) = / ze 1+ gy = e_w/ ze Wdy=e "
0 0

denn der letzte Integrand ist die Dichte der £(z)-Verteilung.

Die 1. Marginaldichte f; ist die Dichte der £(1)-Verteilung mit dem Mittelwert
1.

3.

oo 1 o)
f2 y / xefx(ler) dr = _/ (1 +y e*(1+y)z dx
w = [ [ ety

111
l+yl+y (1+y)?

denn das letzte Integral ist die Formel fiir den Mittelwert der £(1+y)-Verteilung.
Da (1-%#)2 iiber den Bereich (0, 00) nicht integrierbar ist, besitzt die Verteilung
mit der Dichte fy keinen Mittelwert (bzw. er ist 0o).

Losung zu Aufgabe 86
1. Die Menge M ist die Menge aller Vektoren (z,y) mit

0<z<1l und 0<y<zx
oder
l<z<2 und 0<y<2—zx

2. Die Marginaldichten ergeben sich daher—mit vorerst noch offenem Parameter
c—gemiB den Formeln fi(z) = [ f(z,y)dy und fao(y) = [ f(z,y)dz zu

0 fir x <Ound z > 2
fi(z) = fow cy dy = 6%2 . fir0<z<1
02_:Ecydy c@ firl<z<2

und

Jo firy<Oundy>1
f2ly) = JPVeyde = cy(2 -y —y) =2c(y—y?) fir0<y<1
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3. Den Parameter c erhélt man aus der Bedingung

[t aey = | ( [ 1) dx) ay

= /fz(y)dy=/0 2C(y—y2)dy=%c

,_.
|

Es muss also ¢ = 3 gewihlt werden und damit ist auch f(z,y) >0

Losung zu Aufgabe 87

Die zweite Marginaldichte fo(x2) = f f(x1,x2) day ist Null fiir zo < 0, denn fiir
diese Werte ist der Integrand stets Null. Bei positivem x5 ist f(x1,22) > 0 fiir
r1 > 2o und man erhélt

fa(za) = / f(iCl,ZUz)dfCl:C@*g“/ e 2 day
) x

2

—3LE2 36_212 — 26—512

2 2

= ce

Damit f und f2 Dichten sind, mufl ¢ so gew&ahlt werden, dass

/fz(iﬂz)dwz Z//f(:cl,xg)d:vld:vg =1

Dies ist offensichtlich bei ¢ = 10 der Fall, denn dann ist fo die Dichte der
Exponentialverteilung mit Parameter A = 5.

Die erste Marginaldichte f1(z1) = [ f(z1,22) dzs ist Null fir ; < 0, denn fiir
diese Werte ist der Integrand ebenfalls stets Null. Fiir positive z; ergibt sich

T -
filz) = / f(@1,22) dag = 106’29”1/ e73%2 dy
0 0

10

1
= 10e - (1—e ") = 3 (

6—2:61 _ 6—511)
3

Losung zu Aufgabe 88
Es ist
sin(x1 + z2) = sin(x1) cos(z2) + sin(xz) cos(x1)

/2 /2
/ sin(t)dt = / cos(t)dt =1
0 0

Daraus folgt, dass die Funktion f nichtnegativ ist, wenn c es ist, und dass wegen

/2 /2
/ / sin(xy + x2)dridare = ... =2
0 0

der Parameter zu ¢ = 1/2 gewihlt werden muss.

und

Losung zu Aufgabe 89
Mit der Menge

M = {(x1,22); 21 >0, 22 >0, 21 +22 <7}
= {(z1,22);0<a1 <7, 0< 22 <m—x1}
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ist

/f(.Il,.IQ)d(Il,IQ) = C/1M(.’.E1,.’.E2)Sin(171+I2)d($1,$2)

T T—21
— c/ (/ sin(x1 + 22) d.’IJg) daq
0 0

Bei festem x; besitzt die Funktion o —— sin(z; + z2) die Stammfunktion
—cos(z1 + x2), so dass

/f(:cl,xg)d(:cl,x -2) = c/ —cos(r1 +22)]50—y " dan

0

= c/ cos(z1) — cos(m)) day
0

= (cos(z1) + 1) day
0
= c([sin(zy)]g +7) =cm

f ist also eine Dichte fiir ¢ = 1/7.

2.8 Funktionen von Zufallsvariablen

Losung zu Aufgabe 90
Mit der Menge M = {(z1,22) ; 0 <23 <1, 0 < 2y < 1} ist die Dichte des
Zufallsvektors (X7, X5) gleich

1 fir T1,T eM
f(xl,iEQ) = 1M($1,$2) = { 0 fiir Exi xii ¢ M

und mit der Menge

B = {(z1,72) ; m122 < %} = {(x1,22) ; 22 < %}
T
ist
P(X1X2 <1/2) = /Bf(xhxz)d(xl,xz) :/IB(xl,xg)lM(xl,xz)d(xl,;1;2)

= |BNM|

Wie aus einer Skizze der Menge B N M zu ersehen ist, ist ihre Fléche gleich

1 1 p1/2a0 1 1y
|BﬂM| = —+/ / 1d$2d$1=—+/ —dzy
1

Lésung zu Aufgabe 92
1. Die Funktion

wr090

wr(092



besitzt die Funktionaldeterminante
-1 1
Jg(Il,IQ)—det( 1 0 ) =-1
und die Umkehrabbildung

* xry = Y2
G*:
T2 = Y1 +yYe

2. Sie bildet die Menge M = {(z1,22);21 > 0,22 — 21 > 0} auf die Menge
M* ={(y1,92);y1 > 0,2 > 0} ab.
3. Daraus ergibt sich fiir die Dichte des Zufallsvektors (Y7, Y3)
—(W1+y2) eV o Y2
g(y1,y2) = { e ; e e falls g3 >0und yo >0
sonst
Da diese Dichte die Form g(y1,y2) = ¢1(y1)g2(y2) mit den £(1)-Dichten ¢y

und go besitzt, sind Y7 und Y3 stochastisch unabhéngig und exponentiell mit
Parameter 1 verteilt.

Losung zu Aufgabe 94 wr(094
Es ist Y(w) < ¢ genau dann, wenn X;(w) < ¢ und Xz(w) < ¢, woraus (Y <

t) = (X1 <t)N (X3 < t) folgt. Wegen der stochastischen Unabhéngigkeit der
Zufallsvariablen X; und X5 erhélt man daraus

P(Y <t)=P[(X; <) N (X2 < 1)] = P(X; < t)P(Xs < t)

Mit Hilfe der Verteilungsfunktionen der Verteilungen der drei Variablen for-
muliert lautet die Berechnungsformel fiir das Maximum zweier Zufallsvariabler
also

FY(t) = FX () FX (1) (8)
Fiir Verteilungsfunktionen von dem in Aufgabe 71 definierten Typ erhélt man
Fy(t) _ efe’(t’a)efe’“’b) _ ef(e‘“reb)e*t _ efece’t
et

mit ¢ = log(e® 4 €%), also wieder eine Verteilung vom gleichen Typ.

Losung zu Aufgabe 95 wr095
Es ist Y(w) > t genau dann, wenn X;(w) > ¢ und Xz(w) > ¢, woraus (Y >

t) = (X1 > t)N (X2 > t) folgt. Wegen der stochastischen Unabhéngigkeit der
Zufallsvariablen X; und X5 erhélt man daraus

P(Y >t)=P[(X1 >t)N (X2 > t)] = P(X1 > t)P(X2 > t)

oder
1-PY <t)=[1-P(X; <?)][1 - P(X2<1t)]

Mit Hilfe der Verteilungsfunktionen der Verteilungen der drei Variablen for-
muliert lautet die Berechnungsformel fiir das Minimum zweier Zufallsvariabler

also
s FY(t) =1—-[1 = FY (1)1 - F*(1)] (9)
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Fiir Verteilungsfunktionen von dem in Aufgabe 72 definierten Typ erhélt man
daraus FY (t) = 0 fiir t < 0 und

FY(t) = 1—e 3(
,l(
= l—-e2

fiir t > 0, also wieder eine Verteilung vom gleichen Typ.

. _ Oéﬁ
mit vy = Vot
Losung zu Aufgabe 97 wr097

1. Das Komplementérereignis, dass die Lebensdauer aller drei Gliithbirnen
hochstens 9 Zeiteinheiten betrégt, hat die Darstellung

Z:(X1§9)0(X2§9)0(X3§9)

2. Da die Zufallsvariablen X; stochastisch unabhingig sind, ist
3
_ 9
P(A) = P(X; <9)-P(X3 <9)- P(X5 <9) = (F(9)° = (—)

3. Daraus folgt

g\?
P(A) = A)=1-(—
@ =1-r@-1- )
Losung zu Aufgabe 98 wr098
Die Dichte der Verteilung des Zufallsvektors X = (X7, X2) ist f(x1,z2) =

f1(z1) fa(x2).
Mit B = {(x1,72) € R?; 21 > az} erhilt man fiir das Ereignis (X; > aX>)

die Darstellung

(X1>aX2)={weQ; Xi1(w) > aXs(w)}={weN; X(w)e B} =(X € B)

und fiir die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses die Berechnungsformel

P(X,>aX,) = P(XeB)=P¥B)= /13( ) f(x)da
//> Il fQ(ZEQ)dCCldCCQ

In Abhéngigkeit von der Reihenfolge, in der die Integrationen iiber die Varia-
blen x; und zo durchgefithrt werden, ergeben sich daraus die folgenden beiden
Darstellungen:

(1)
/ fi(z </_I1 fa (.’L‘g)dl‘g) dx = /_Oo fl(xl)F2(2$1)dxl (10)

I= /_Z fa(z2) (/az fl(Il)dI1> dxy = /_O:O f2(z2)(1 = Fi(ax2)) dxo

(11)

(2)
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Loésung zu Aufgabe 99
Anwendung der Formel (11) auf f2(t) = Fi(t) = 0 fiir t < 0 und fa(t) = Age~?2,
Fi(t) =1—e M fiir t > 0 ergibt

I = A Mit+do)zwe o — / A A M+A2)we g0
/0 * TN TR o a4 2z)e DV

denn der Integrand des letzten Integrals ist eine Dichte.

Lésung zu Aufgabe 100
Anwendung der Formel (10) auf die Dichte f, und die Verteilungsfunktion Fj,
geméf Aufgabe 71 liefert

I = fa(t)Fb(t) dt == / eaefte*(eaJreb)e*f "

— 00 — 00
Mit ¢ so, dass e® = e® + e® ergibt sich weiter

a oo

e a

e

I = -
es + eb

ec

eCeteme e g = & / fet)dt =
eC

o0

Lésung zu Aufgabe 104
Es gibt im wesentlichen zwei Losungsmoglichkeiten:
1. iiber die Verteilungsfunktion: Da

Xy

y— 21
X1+ X5

auf dem Bereich, auf dem die Dichten der Verteilungen von X; und X5 positiv
sind, nur Werte zwischen 0 und 1 annimmt, ist F¥ () = P(Y < t) gleich 0,
wenn ¢ < 0 und gleich 1, wenn ¢t > 1. Fiir 0 < ¢ < 1 ist

FY(t) = P(X; <t(X1+ X))
- P(X < %Xg)

1-t¢

Sinngeméfle Anwendung von Aufgabe 98 liefert

/fl(x) (1 - Fg(l ;tx)) dx
/OO e AT AT gy
0

/OO Ae AT T gy
0

o0
A
= t/ et dy
o ¢t

= 1

FY (1)

also die Verteilungsfunktion der 2/(0, 1)-Verteilung.
2. Mit dem Transformationssatz fiir Dichten: Auf der Menge
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M = {(z1,22) ; 1 > 0 und x2 > 0}

ist f(x1,22) = fi(z1) - fa(wa) = N2eM=1+22) und durch

19!

Yy = 71+ 73
Y2 = T2

wird die Menge M auf
M* = {(y1,92) ; 0 <y1 < 1und y2 > 0}
abgebildet mit der Funktionaldeterminante

€2

T2 *
J =det | (o1Fw2)? = —
G(xl,fEQ) ¢ ( 0 1 (LL'l + 1'2)2

und der Umkehrfunktion

Y1Yy2
1—mn
T2 = Y2

xr1 =

Daraus ergibt sich fiir (y1,y2) € M* die zweidimensionale Dichte

Qe—ﬁyz Y2
(I —w)?

Die erste Marginaldichte g1 (y1) ist 0 fiir 1 & (0,1) und gleich

9(y1,y2) = A

A i A
= e T-u1 Y2y
1) 1—y1/0 y21—y1 v
)

A A
m1(€
-

= 1

da der Mittelwert der &£ (ﬁ)—\/erteilung gerade der Kehrwert des Parameters
ist. Die Dichte g; ist also die der U(0, 1)-Verteilung.

Lésung zu Aufgabe 112

Die Dichte des Zufallsvektors X = (X1, X2) ist f(z1,22) = fi(z1)f2(z2) mit
filzr) = o(z1) = \/%—Fe_%ﬁ und fo(xs) = %6_%121(0700)(112).

Zur Anwendung des Transformationssatzes wird die Funktion y1 = G1(z1,z2) =
\/5:1:1/\/3:—2 durch yo = Ga(x1,22) = x9 ergiinzt, wobei die Abbildung G =
(G1,G2) auf der Menge

M = {(x1,22) ; f(z1,22) >0} = {(21,22) ; 22 > 0}

betrachtet wird.
Die Funktionaldeterminante

2
Jo(z) = det = f )= /2
0 1 Z2
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ist positiv auf M und G besitzt die Umkehrabbildung G* mit

1
€T = _—
1 \/iyl VY2

T2 = Y2

auf dem Bildbreich M™* = {(y1,y2) ; y2 > 0}.
Einsetzen von G*(y) in f und Jg ergibt fiir (y1,y2) € M* als Dichte der Ver-
teilung von G die Funktion

1 1 1,2
9(y1,y2) = m@e zy2(1+331)

Zur Berechnung der ersten Marginaldichte

q1(y1) = /g(yl,yz) dy2

1

setzen wir a = %(1 + §y%) Mit der Substitution ¢ = ays erhélt man

_ e~ W2y — — — — / \/Ee_t dt= ————
91(y1) /0 4T VY2 Y2 4ar/Ta 0 \/g(l + %y%)%

Losung zu Aufgabe 113

Die Verteilung PX des Zufallsvektors X = (X7, X5) besitzt die Dichte
f(z1,22) = fi(z1) f2(z2), wobei f;(x;) jeweils die Dichte der U(0, 1)-Verteilung
ist. Es ist daher f(x1,29) =1 auf der Menge

M:{({Ehxg) ; O<$Z < 1}

und f(z1,2z2) = 0 auBerhalb dieser Menge.
Die Abbildung G mit

1 = Gi(z1,22) = /—2logx; cos(2mx2)
yo = Gi(z1,12) = /—2logz sin(2mxzy)

ist auf M wohldefiniert und die Bildmenge M* besteht aus allen Punkten des R?,
die in Polarkoordinaten durch die Radien r = y/—2logx; mit 0 < 21 < 1 bzw.
0 < r < oo und Winkel der Form ¢ = 27z mit 0 < 25 < 1 bzw. 0 < ¢ < 27
dargestellt werden kénnen. M* besteht also aus allen Punkten (y1,%2) des R2
mit Ausnahme der auf der Halbgeraden L = {(y1,0) ; y1 > 0}.

Die Abbildung G stellt offensichtlich eine eineindeutige Abbildung von M auf
M* dar und besitzt die Funktionaldeterminante

Jolr) = det ﬁ\/ngzlcos(%rxg) v —2logx1(—27)sin(2mxs)
G\r) = «e ﬁsin@wm) v —2logx1(27) cos(2mx3)

2

- (cos?(2mz2) + sin®(27z2))
Ty

2m

T1
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Fiir y € M* ist G*(y) € M und somit f(G*(y)) = 1. Wegen 3% +y3 = r? =
—2logx; ist
zy = e~z Wi+w3)

und man erhilt als Dichte der Verteilung PS¢ auf M* die Funktion

1 1,2,.2
9y, 3) = e 2 = o(11) e (y2) (12)

Da L, eine Nullmenge ist, auf der man eine Dichte beliebig abdndern darf,
definieren wir g auf Ly ebenfalls durch (12) und erhalten so das Resultat, dass
Y1 und Y, stochastisch unabhéngige und A (0, 1)-verteilte Zufallsvariable sind.

Losung zu Aufgabe 114 wrll6
Die Menge M besitzt als Viertel der Einheitskreisscheibe die Fliche A(M) =
/4, woraus sich fiir die Dichte der Verteilung des Zufallsvektors X

1 falls (v1,22) € M
fan,22) = { 0 sonst
ergibt. Die Abbildung G mit
o= i +aj
Y2 = x1/T2

ist auf M wohldefiniert und besitzt dort die Funktionaldeterminante

2 2 2
Jg(:vl,;vg):det( il _92_21 >=—2 (x—;—i-l)

T2 x% xQ

woraus man gleich

Ja(G*(y) = —2(y; + 1)
erhélt.
Die Bildmenge M* = G(M) ist offensichtlich die Menge der Vektoren (y1,y2)
mit 0 <y; <1 und yg > 0.
Als Formel fiir die Dichte g des Zufallsvektors Y = (Y7, Y2) erhélt man nach
dem Transformationssatz die Funktion

2 1
= falls 0 <y; <1 und yo >0
91, y2) = { ™ 1tys

0 sonst
die sich in der Form g(y1,y2) = 91(y1)92(y2) mit der Dichte

1 falls0O<y; <1
g1(y) = { 0 sonst 7

der U(0, 1)-Verteilung und der Dichte
2 _1

S falls yo > 0
92(y2) = { 16ry2 sonst

einer Art Cauchy-Verteilung darstellen 148t. Die Variablen Y; und Y3 sind also
stochastisch unabhéngig.
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Losung zu Aufgabe 115

1.

Die Zufallsvariablen X; und X5 werden als Komponenten eines zweidi-
mensionalen Zufallsvektors X aufgefafit, dessen Verteilung wegen der sto-
chastischen Unabhéngigkeit die Dichte f(x1,z2) = fi(z1)f2(22) besitzt,
wobei die Marginaldichten die der Exponentialverteilung mit Parameter
A sind. Das ergibt

A2e AM@itz2)  falls 2 > 0
flxr,x2) = und x5 >0
0 sonst

Die Menge
M = {(z1,22); f(x1,22) > 0}
= {(z1,22); x1 > 0,29 >0}
ist offen und zusammenhéngend und erfiillt automatisch die Vorausset-
zung 1 des Transformationssatzes.

Dem Zufallsvektor Y entspricht die Abbildung G mit

yi = Gi(zi,22) = x1+a

y2 = Ga(zr,22) =

(13)

Diese ist auf der Menge M wohldefiniert und differenzierbar. (Was aufer-
halb von M passiert, ist fiir den Transformationssatz irrelevant).

Die Funktionaldeterminante ist

auf M.

. Die Umkehrabbildung G* erhélt man durch Auflésen des Gleichungssy-

stems (13) nach den Variablen x; und zs:

o = Y1Y2

1 I+y (14)
1o = Y1

2 1+ y2

Aus (14) und (13) ist offensichtlich, dass die Menge M auf die Menge
M* = {(yl,yg) € R? s y1 > 0,y9 > 0} =M
abgebildet wird.

f(G*(y)) und Jg(G*(y)) erhilt man dadurch, dass in den Formeln fiir die
Funktionen f(z1,22) und Jg(21,22) die Variablen z1 und 2z durch die
Variablen y; und y2 geméfl (14) oder (13) ersetzt werden. Damit erhélt
man hier fiir y = (y1,y2) € M*

f(C ) = New
2
Je(C () = —%
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7. Die Dichte des Zufallsvektors G bzw. Y ist daher durch

ylx\Qe’Ayl m falls y; > 0
9(1,y2) = und y2 >0
0 sonst

gegeben.

Aus der letzten Formel ersieht man zusétzlich noch, dass g(y1,y2) = ¢1(y1)g2(y2)
mit den Dichten

[y A%e M falls y; >0
9i(y) = { 0 sonst
und )
—— falls yo >0
— (1+y2)?
92(92) { 0 sonst

d.h. dass die Zufallsvariablen Y7 und Y5 stochastisch unabhéngig sind.

Lésung zu Aufgabe 117
Da die Abbildung G von der Form

G(xl,xz)—(; _1(1)(2>_A<2>

ist, erhélt man fiir die Dichte des Zufallsvektors Y = (Y7,Y2) die Funktion

1 1 1

1
=~ f(A? — =~ e—ish(yy2)
91 y2) |detA|f( W) [det Al 67

wobei die Funktion h(y1,y2) offensichtlich von der Form

h(y1,y2) = ot + Byryz + 15

ist. Die Funktion g 148t sich genau dann als Produkt der Marginaldichten dar-
stellen, wenn h(y1,y2) = h1(y1) + h2(y2) baw. 8 = 0 ist.
Wegen

Yy taye Y2 — 211

r] = >——= und 2o =
1+ 2a 1+ 2a

ist

h(y1,y2) = [...+(2a—2)y1y2+ .. ]

1+ 2a
so dass man stochastische Unabhéngigkeit fiir a = 1 erhélt.

Lésung zu Aufgabe 119

Aufgabenteil a) Die Aufgabenstellung unterscheidet sich nur geringfiigig vom

Beispiel 2 aus dem Abschnitt 13.6.2 des Vorlesungsskripts. Statt mit Y = X1 X5
hat man es hier mit ¥ = X? X, zu tun.

Da die Zufallsvariablen X; und Xs im Intervall [0, 1] uniform verteilt und sto-
chastisch unabhéngig sein sollen, besitzt der Zufallsvektor (X7, X2) die Dichte

1 fir (z1,22) €M
f(@y,@2) = 0 fir (z1,22) M
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mit der Menge
M:{(,Tl,!tg); O<z1 <1, O<$2<1}
Die Rénder 1 = 0,1 und/oder z2 = 0,1 kann man weglassen, da sie Wahr-

scheinlichkeit Null besitzen.

Losungsvariante 1: Ergédnzung durch ys = x5.

Die Abbildung
2

G - Yy = T122
Ty = T2
besitzt die Funktionaldeterminante

2
Ja(x1,x2) = det ( 2‘75(1)172 3511 ) = 2212

die auf M positiv ist.
Auflosen der Gleichungen (15) nach den z; ergibt

_ [y
G T v
T2 = Y2
Aus diesen Gleichungen ersieht man, dass 0 < z1 < 1 und 0 < z2 < 1 nur dann
erfiillt ist, wenn 0 < 1 < 1,0 < y2 <1 und y;/y2 < 1 bzw. y; < y2 gilt. Also
M* ={(y1,92); 0<y1 <y2 <1}

Fiir (y1,y2) € M* ist f(G*(y1,y2)) =1 und

Ja(G* (g1, 92)) = 2,/ z—y =22

so dass die transformierte Dichte gleich

—A— fir O<y<y2<l1
g(yl’m):{ ’ %lm sonst

ist.
Die Dichte der Verteilung der Zufallsvariablen Y ist die erste Marginaldichte

91(y1) = /g(yl,yz)dyz

von g. Liegt y; ausserhalb des Intervalls (0, 1), so ist der Integrand identisch
Null und daher ¢g1(y1) = 0. Ist 0 < y; < 1, so ist der Integrand nur fiir die
Werte y2 mit y; < y2 < 1 von Null verschieden, so dass

1
1
g1(y1) = / dy
(y1) N

1 [t
= — dyo
\/y_l Y1 2\/y_2




Losungsvariante 2: Ergénzung durch ys = 5.
Die Abbildung

_ 2
G- Yy = T1x2
Y2 = T1

besitzt die Funktionaldeterminante
2
Ja(x1,22) = det < 2301%2 :%1 ) = —g?

die auf M negativ ist.
Auflosen der Gleichungen (16) nach den z; ergibt

r1r = Y2
G* . _ Y1
To = %

Aus diesen Gleichungen ersieht man, dass 0 < 1 < 1 und 0 < x5 < 1 nur dann
erfiillt ist, wenn 0 < y1 < 1,0 < y2 < 1 und y;/y3 < 1 bzw. y; < y3 oder

VY1 < y2 gilt. Also
M* = {(y1,y2); 0 <y <1,y <y2 <1}
Fir (y1,y2) € M* ist f(G*(y1,y2)) =1 und
[Ja(G*(y1,92))| = v3
so dass die transformierte Dichte gleich

fir O<y1<1,\/y1<y2<1

1
= v
9(y1,2) { 0 sonst

ist.

Die Dichte der Verteilung der Zufallsvariablen Y ist die erste Marginaldichte

91(y1) = /g(yl,yz)dyz

von g. Liegt y; ausserhalb des Intervalls (0, 1), so ist der Integrand identisch
Null und daher g1(y1) = 0. Ist 0 < y; < 1, so ist der Integrand nur fiir die
Werte y2 mit /y1 < y2 < 1 von Null verschieden, so dass

|
gi(y1) = / —5dy2

Losungsvariante 3: Berechnung der Verteilungsfunktion von Y.
Die Werte von X7 und X5 und damit die von Y = X 12X2 liegen mit Wahrschein-
lichkeit 1 im Intervall (0, 1). Fiir die Verteilungsfunktion

F(t)=P(Y < 1)
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der Verteilung der Zufallsvariablen Y gilt daher F(t) = 0 fiir t < 0und F(¢) =1
furt > 1.
Ist 0 < t < 1, so formt man etwas um:

t

F(t)=P(Y <t)=P(X{X; <t) = P(Xs < X_%)

Nach der Regel
P(X € B) :/ f(z)dx
B

fiir Zufallsvektoren ist dann

F(t) = /O; /; (a1, 22)dwadzy

Wie man sich anhand einer Skizze klarmacht, ist das gleich

Vit 1t
F(t) = / 1d/$1 +/ / ! 1d1‘2d1‘1
0 Vvt Jo

Loy
= \/Z—l—/ dxq

N
1
= \/Z+t(%—1)
= 2V/t—t

Die Dichte der Verteilung erhélt man durch Differenzieren der Verteilungsfunk-

tion zu
0 fiir t<0

g(t) = %—1 fir 0<t<1
0 fiir t>1

Aufgabenteil b) Hier gibt es ebenfalls zwei Moglichkeiten zur Berechnung,
wobei eine unabhingig von der Bearbeitung des Aufgabenteils a) ist.

Loésungsvariante 1:

1
E(Y) =m(PY) = /tgl(t)dt =/O t(% —1)dt = %

Loésungsvariante 2: Da die Zufallsvariablen X7 und X5 stochastisch unabhén-
gig sind, ist

E(Y) = E(X7Xy) = E(XT)E(X2) = ma(P¥)my(PX2) = ma(U[0,1])ma (U[0, 1))
mit L
ma (U0, 1]) :/0 boldt = %

und

1
ma (U0, 1]):/ 2 1dt = &
0 3
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2.9 Erwartungswert und Varianz

Losung zu Aufgabe 128
Es ist Y (w) = G(X (w)) mit der Funktion G(x) = max(x?,2) und daher

&Y = /G(z)f(x)d:c

wobei f(z) die Dichte der Verteilung von X, d.h. der Exponentialverteilung mit
Parameter A = 1/2 ist. Daraus folgt

o 1
&Y = / max(x2,2)—eféxd:c
0 2

\/5 [e’e]
1 1
/ 2—6_%md$+/ 2?=e 0 dy
0 2 N

2(1 — e 2V2) + (10 + 4v2)e2V?

Losung zu Aufgabe 129

1. Es ist
2 2 4
/f(t)dt:/ c/ 2t —tHdt=...=c- =1
0 0 3

wenn man ¢ = % wiahlt.

Fiir die Aufgabenteile b) bzw. ¢) benutzt man die Formel Y = [ G(t) f(t) dt:

2.
2 1 )
5Y:/O max(fal)f(t)dt=/0 1-f(t)dt+/1 t-f(t)dt:...:%
3.
: 1 2 13
5Y:/O mm(fal)f(t)dt=/0 t'f(t)dt-i-/l L ftydt=...= -

Losung zu Aufgabe 134

Wie aus Abbildung 3 zu ersehen, ist die Menge M ein Quadrat mit der Kan-
tenlinge v/2 und der Fliche \(M) = 2.

Die Dichte der Verteilung des Zufallsvektors X = (X1, X5) ist daher

fir (z1,22) € M
sonst

flare) ={ 3

und wegen f(z1,22) = f(22,21) sind die beiden Marginaldichten identisch:

f1($1)=/f($1,$2)d5€2 =/f($2,$1)d5€2 = fa(z1)

Daraus folgt weiter, dass die Erwartungswerte und Kovarianzen der beiden Zu-
fallsvariablen gleich sind:

5X1 = ml(le) = ml(PXZ) = gXQ
varX g (PX1) = g (PX?) = varX,
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1 — |y

T

—(1 = faa])

Abbildung 3: Zu Aufgabe 134

Bei |x1| > 1ist f(x1,22) = 0 und deshalb auch f;(z1) = 0. Fiir |z1]| < 1 ersieht
man aus der Skizze, dass

17'11 1
fl(«Tl):/ —dxe =1— |21

—(1=]z1])
woraus man den Mittelwert

1
gXl :ml(PXI)Z/ $1(1—|$1|)d$1:0

-1

erhélt, denn der Integrand ist eine ungerade Funktion. Die Varianz ist deshalb
gleich dem zweiten Moment und hat den Wert

1 1
1
Mo (PX1) = ma(PX1) = / 22(1 — |z1|) day = 2/ 22(1—x1)dey = 8

-1 0

Da die Erwartungswerte verschwinden, ist

COV(Xl, XQ) = g(XlXQ) - gXngQ = E(XlXQ)
1
= /$1£C2f(9€1,$2) d(x1,x2) = / ZT1%2 d(x1,x2)
M

1 1 1—|zq| 1 1

= —/ ch/ IQdCCQ dIl = —/ IlodI1
2Jv e 2/
0

Die Kovarianz ist also gleich Null, obwohl die beiden Zufallsvariablen wegen
f(z1,22) # fi(z1) f2(x2) stochastisch abhingig sind.
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Losung zu Aufgabe 136

Ausgangspunkt ist der Wahrscheinlichkeitsraum (R?, Bz, P) mit den Trefferko-
ordinaten x = (z1, z2) als Ergebnissen, wobei P die obige Dichte besitzt.

Sind Bj, Bs, ...Big die konzentrischen Ringe und By der Bereich auflerhalb
der Zielscheibe, so wird die Anzahl der erzielten Wertungspunkte durch die

Zufallsvariable o
= Z k-1g, (I)
k=0

mit dem Erwartungswert

10 10

EY =Y k-P(By) =Y k- P(By)

k=0 k=1

beschrieben.
Dle Rlnge By, kann man mit der in der Vorlesung betrachteten Zufallsvariablen

X (x1,m2) = \/a? + a3 beschreiben. Es ist
By = (ar £ X < ag—1)

firk = 1,2,...10 mit ap = 122/2 = 61, ay = 0.9-61, ap = 0.8:61, ... ag = 0.1-61,
ajp = 0.

Ist F'(t) die Verteilungsfunktion der Verteilung von X, so gilt daher P(By) =
F(ax—1) — F(ax) und

&Y = Zk (ak-1) — F(ax))
= F(ao) + F(al) ce F(ag) - 10F(CL10)

Die Menge By ist das Komplement der Kreisscheibe mit Radius ag, d.h. der
Menge (X < ag), so dass sich der Parameter o aus der Gleichung

berechnen lisst.

Wie in der Vorlesung ist F'(¢t) = 0 fiir ¢ < 0 und fiir ¢ > 0 erhélt man fiir die

Menge
Ay = (X <t) = {(z1,22) 5 \[a + a3 <t}

durch Ubergang zu Polarkoordinaten
F(t) = P(X <t)=P(A)

= N f(z1, z2)d(z1, x2)
e
= / —e “=T dr

t2

1 2
— =T
= re 202" drdg

= 1—6 2(7'2
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Gleichung (17) lautet dann
e 22 =0.1

mit der Losung

2 61° 808.0049
O == .
21og(0.1)

Wegen F(ai9) = F(0) =0 ist

EY = F(ag) + F(a1) + - -+ F(ag) ~ 4.7997

Lésung zu Aufgabe 141
Die Zufallsvariablen X; sind alle U(—1, 1)-verteilt und besitzen daher die Ver-
teilungsfunktionen

0 falls t< —1
Ft)y=¢ Y4 falls —-1<t<1
1 falls t>1

Nach der in Aufgabe 94 hergeleiteten Formel besitzt die Verteilung von Y dann
die Verteilungsfunktion

F(t) = Fi(t)Fa(t)...F,(t)
0 falls t< -1
= (Bh)" falls —1<t<1
1 falls t¢>1

Die Funktion F ist stiickweise stetig differenzierbar. Die Dichte der Verteilung
PY erhilt man durch Ableiten von F' zu

0 falls t< -1
fat) =4 FE+1)" 1 falls —1<t<1
0 falls t¢>1

Der Erwartungswert £Y von Y ist gleich dem Mittelwert der Verteilung von Y,
also gleich

m) = [tnwd= [+ nn@a- [0
_ /1 o ynde— 1

1 2n
2n Ln+1
= ——(+1D)"dt -1
2n
= n t)dt — 1
2 [
_ 2n _n—l
T on+1 T n+1
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Lésung zu Aufgabe 142
Es ist YV(w) = G(X(w)) = max(X (w), §), so dass

EpY = Epx :/G(t)fx(t)dt

o 1
= / max(t, —)Ae Mdt
0 A

1
= /k l)\e"\th—/ the Mdt
0 )\ 1

pY

= S(+e)

Losung zu Aufgabe 143

Ist = die nachgefragte und q die bestellte Menge an Eis, so wird effektiv die Men-
ge min(z, q) verkauft. Der Gewinn bei Nachfrage x ist somit G(z) = pe min(z, ¢)—
p1gq. Ist X die mit Parameter A\ exponentiell verteilte Zufallsvariable, die die
Nachfrage beschreibt, und ¥ = G(X) der daraus resultierende zufiillige Ge-
winn, so erhélt man den zu erwartenden Gewinn als den Erwartungswert

o) = &Y = [ 6 fw)do
pg/min(x,q) f(x)dx —plq/f(x) dx

D2 / min(z, ¢) \e * dz — piq- 1
0

mit der Dichte f(z) der £())-Verteilung.
Mit

oo q oo
/ min(z, q) e M dx = / xAe M dr + / gre Mdr = (1 —e M)
0 0 q

> =

hat man als Erwartungswert des Gewinns

9(q) = %(1 —e M) —pig

mit der Ableitung
9'(q) = p2e™

Fiir die Maximalstelle ergibt sich aus ¢'(q) = 0 die Lésung

— D1
1 D2
= —log(—
Q=5 g(pl)

Lésung zu Aufgabe 144
Wegen der Linearitidt des £-Operators gilt

f(a,b)

EY —aX —b)?=E(Y — (aX +b))*
EY? —2EY (aX +b) + E(aX +b)?
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Mit der Regel varX = £X? — (£X)? ergibt sich weiter
2 2 1 9
EY? =varY + (£Y) :2+Z:Z

und

E(aX +b)? var(aX +b) + (E(aX + b))
a*var(X) + (aEX + b)?

— 0,2—|—b2

Da — wie gerade schon verwendet — £X = 0, ist

EY(aX +b) = a&(XY)+bEY
= a(E(XY)—-EXEY)+bEY
acov(X,Y)+bEY

= Lla+b)

Zusammen ergibt das

| ©

fla,b) = (a® —a) + (0> —b) +

Da die Funktion g(z) = 22—z ihre Minimalstelle bei z = 1/2 hat,ista = b = 1/2
die Minimalstelle der Funktion f.

Losung zu Aufgabe 145

Aufgabenteil a) Die Kovarianzmatrix ist bekanntlich die Matrix der Kovari-
anzen cov(X;, Xx). Aus dem Zusammenhang zwischen Varianz und Kovarianz
und der Bilinearitéit des Kovarianzoperators erhéilt man

var(Y) = cov(Y,Y)
= cov(Xy —aXy — bX3, X1 — aXy — bX3)
1
= (1, —a, —b)c/y —a
—b

b
1+3a2+2b?—a—5

Aufgabenteil b) Die Funktion f(a) = 3a? — a wird an der Stelle a = 1/6 und
die Funktion g(b) = 2b% — b/2 an der Stelle b = 1/8 minimal. Daher hat die
Varianz

var(Y) =1+ f(a) + g(b)

bei (1/6,1/8) ihren minimalen Wert.
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2.10 Normalverteilung

Losung zu Aufgabe 147 wrlbl
Der Zufallsvektor X ist von der Form X = AG 4+ b und somit normalverteilt
mit der Kovarianzmatrix

a’>+b%+3 4b — a? 3a — ab — 4b
C = AAT = 4b — a? a?+ b2 +1 2ab — 4
3a—ab—4b 2ab — 4 a?+b%+16

Da X normalverteilt ist, sind die Komponenten X genau dann stochastisch
unabhéngig, wenn die Kovarianzmatrix eine Diagonalmatrix ist. Im obigen Fall
miissen also die Gleichungen

h—a> = 0
3a—ab—4b =
2ab—4 =

erfiillt sein, was mit a = 2 und b = 1 der Fall ist.

Losung zu Aufgabe 148 wrlb2
X1 und X3 sind stochastisch unabhéingige M (0, 1)-verteilte Zufallsvariable. Dem-

nach ist auch
i\ (1 -1 X, + 0
Yo /) L1 1 Xo 0
—_———

A

ein NV (0, 1)-verteilter Zufallsvektor.
Seine Kovarianzmatrix kann wie folgt bestimmt werden:

T (1 -1 11
Ox=C=A-AT = (1 1)(_1 1)
(20
o 2

Daraus folgt dann, dass Y7 und Y5 stochastisch unabhéngig sind, da ihre Kova-
rianzmatrix C'y eine Diagonalmatrix ist.

Losung zu Aufgabe 149 wrlb3
1. Nach Aufgabe 148 sind Z; = X; + X5 und Zs = X; — X5 stochastisch
unabhiingig und N (0, 2)-verteilt mit den Dichten
1 142
t) = t) = e 1t
fl( ) f2( ) \/E

Fiir spdter: Die Verteilungsfunktionen nennen wir Fy und Fs.
Die Verteilung des Zufallsvektors Z = (Z;, Z2) besitzt daher die Dichte.

F21,22) = fi(z1) folz2) = ie—i(zf—mg)

2. Zu bestimmen ist die Verteilung der Zufallsvariablen

A A

722 |2
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Was ist, wenn Zs(w) = 07?

Da Zj eine absolutstetige Verteilung und damit eine stetige Verteilungsfunktion
besitzt, ist P(Z2 = 0) = P#2[0,0] = F»(0) — F2(0—0) = 0. Dieser Fall ist fiir die
Berechnung von Wahrscheinlichkeiten daher irrelevant. Wir kénnen dort zum
Beispiel Y (w) := 0 setzen.

3. Zur Berechnung der Verteilung von Y gibt es zwei Moglichkeiten: Die Be-
rechnung der Verteilungsfunktion oder den Transformationssatz fiir Dichten.
Da die Betragsfunktion ¢ — [¢| an der Stelle 0 nicht differenzierbar ist, ist
vermutlich der erste Weg der giinstigere.

4. Seit € Rund FY die Verteilungsfunktion von Y:
FY(t)=P(Y <t)

Es ist Y(w) <t genau dann, wenn entweder

Zl(w)
< . <
Zy(w) > 0 und Zole) = t bzw. Z1(w) < tZ3(w)
oder 7 ()
1\W
< . < -
Za(w) < 0 und A t bzw. Z1(w) < —tZs(w)
oder

Z3(w)=0und Y(w) <t

Die Menge N = {w ; Z2(w) =0 und Y (w) < t} ist eine Teilmenge von (Zz = 0)
und hat daher die Wahrscheinlichkeit P(N) = 0.
Mit Z = (Z1, Z3) gilt daher
FY(t)=P(Y <t)=P(Z € My) + P(Z € My) + P(N) = PZ(M,) + P?(Ms>)
mit

M, = {(,Tl,l'g) ;9 >0, 21 < tl‘g}

und
My = {(x1,22) ; 22 <0, 21 < —taa}

PZ besitzt die Dichte f(x1,22) = fi(x1)f2(72), daher

FY(t) = fi(z1) fa(z2)d(z1, 22) + fi(x1) fa(we)d (1, x2)
My Mo

- /Om < / 00 f1<x1>f2<x2>dxl) ey
[ (7 neonean ) ax

= [ pte (/; hie)don ) de
+/_OOO fo(as) (/_: fl(arl)dxl) ey

00 0

= / fQ(IQ)Fl(tIQ) d.IQ —|—/ fQ(IQ)Fl(—tIQ) d.IQ
0 —o0

= L+
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Variablensubstitution y = —x2 und Symmetrie fo(—y) = f2(y) ergibt

I, = /f2 y) 1 (ty)(— dy—/ f2(y)Fi(ty) dy

Ersetzt man in I; die Laufvariable x5 durch y, so sieht man, dass Iy = I3 und

damit -
Y(t) =2 / Joly) Fi (ty) dy

Die Dichte fY(¢) als Ableitung der Verteilungsfunktion erhilt man durch Dif-
ferentiation nach ¢ unter dem Integralzeichen:

d
PO = G 0=2 [ hegRmy

- 2 /0 f2(y) f1(ty)y dy

1
- 2/ 4_6—%(t2y2+y2)ydy
0 v
1

4z

2ye_i(l+t2)y2 dy
0
Mit der Abkiirzung 8 = (1 + %) ist

) =

/ 26ye~""" dy
-

11
dr B
11
4m B
11
dm B
1

1
Tl+t2

Y ist also Cauchy-verteilt.

84



