Klausur Mathematik fiir Ingenieure C2, Bachelor SoSe 2014

Loésungsvorschlag Prof. Dr. S. Kréutle
Freitag, 26.09.2014 Dauer: 90 min

Jede Teilaufgabe erfordert eine Rechnung oder Begriindung.
Alle Ergebnisse aus Vorlesung/ Ubung diirfen verwendet werden.

Al) (Grenzwerte, Folgen, Reihen)

a) Berechnen Sie den folgenden Folgengrenzwert:

lim ver +1—+Ver — 1

n—oo

b) Berechnen Sie die folgenden Funktionengrenzwerte:

(i) lim T sinx (i) Jim sin(z?) + (sinx)?
=0 e72¢ — 1 + 2x z—0 x?

c¢) Berechnen Sie den Konvergenzradius der folgenden Potenzreihen:
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(34 343 4 342 = 14 Punkte)



Losung:
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b) (i) Zweimal de I'Hospital anwenden:
—0 —0

= lim

n—ooo Ver+l+yen—1

(e"+1)—(e"—1) __

—0
— AN A
) T sinx (Hosp.) ,. Slnx+7cosx
IIII(I) —2x 1 ) - hl’l’(l) ) —2x 2
z—0 e — €T T— —2e
=+, , +
—0 —0 ) —0
(Hosp.) 5 COST + COST — XSINT 1.4 g
z—0 4672:)3 4 2
(2 : 2 (2
.\ 5. SIn(x”) + (slnx . sz D
(ii) lim () 2( ) = hm# +lim(222)% = 141 = 2 nach
z—0 xT z—0 T =0 T
Subst. y:=x2—0
Vorlesung

Alternative: Zweimal de I’'Hospital anwenden:

sin(z?) + (sinz)? (Hosp.) 2z cos(z?) + 2sinx cos x

lim 5 lim
z—0 X z—0 2x
(Hosp.) lim 2 cos(x?) — 4a?sin(2?) + 2 cos’ z — 2sin’ x _ 2-042-0
z—0 2 2
=2
c) Sei ay, jeweils das k-te Reihenglied.
. . T /3 2 . {C/g . 2 1
(1) hmksup ,k/|CI/k| = 11mksup4 </;+ W =4 kll_)lfgok— + kh_)rlélo k_k" =4. i +
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= R=1
—0
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(ii) limsup +/]ax| = limsup (1 + cos Z )y l=1
k k N ,
—rcos 0=1

= R=2



A2) (Ableitung und Stammfunktion)
a) Priifen Sie, ob die Funktion

x
240
f(z) =< In(a?) 7
0, =0
an der Stelle x = 0 differenzierbar ist. Falls ja, geben Sie f/(0) an.

b) Berechnen Sie jeweils eine Stammfunktion:

(i) / (3+6x) ¢** dx, (ii) / 2% e du

Bemerkung: Es ist nicht gestattet, das Ergebnis ohne Rechnung z.B.
einer Formelsammlung zu entnehmen.

(24 342 = 7 Punkte)

Lo6sung:
h
_ —0 1
a) lim SO+h) = (O = lim 27— i = 0, denn der Nenner
h—0 h h=0  h h—0 In(h?)
geht gegen —oo.
Also: f'(0) existiert und ist = 0.
b) (i) Mit partieller Integration:
1 6
/(3+6x) 635” de = (3+6x)-§e3x—/§e‘%dx
| 2 4 ) 1
— (1+2ZU) e3x . _e3x (:) (_ + 2.T) 6355
N s 3
(%)

An die Tutoren: Das Ergebnis in der Form (*) o.4. wird auch schon
als korrekt anerkannt, d.h. wer sich im letzten Schritt (**) verrech-
net, bekommt keinen Punktabzug.

(i) Mit Substitution y := 2%, also le—z, = 423, also dy = dx - 42

1 1
/2.1:3 e dr = E/eydy: —3 eV

14

ey _— eix

2
(Bemerkung: Man hitte genau so gut y := —z* substituieren kénnen. )






A3) (Taylor-Entwicklung)
Sei

2
flx)=1+ “Y { sinzcos2a.
T

a) (i) Stellen Sie fiir obige Funktion f zum Entwicklungspunkt z, = § das
Taylor-Polynom T} ersten Grades auf.

(ii) Geben Sie fiir das Taylor-Polynom 77 aus (i) das Restglied R; an.

(iii) Bestimmen Sie eine Schranke fiir das Restglied R; an der Stelle
T =4+ 1—10.

Hinweis/zur Kontrolle: f” hat die Form

f"(x) = asinzx cos2x + feoswsin2zx, a, FER.

b) Eine Funktion g : R — R sei unendlich oft differenzierbar. Ferner sei
bekannt, dass |¢"™ ()| < n|z| fiir alle n€Ny und alle 2 €R gilt.
Folgt daraus, dass die Taylor-Reihe von g zum Entwicklungspunkt z, =
0 auf dem Intervall [—1, 1] gegen g konvergiert? (Begriindung /Rechnung!)

(4+443 + 3 = 14 Punkte)

Lo6sung:

a) Vorab:

sing =1, sinT =0

cosy =0, cosm=—1

(i) f'(z) = 2 + cosz cos 2z — 2sinx sin 2z
ﬂ9_4+ﬁg+1w—n:1
f3)=2+0-(-1)—2-1.0=2
Ergebnis: T1(z) = f(5)+ f'(5) - (= 3) =142 (z - ])

(i) f"(x) = —sinx cos 2z —2 cos x sin 2z — 2 cos x sin 23:—4 sin x cos 2x =
—9osIn T cos 2x — 4 cos x sin 2

Ri(z) =1 f"(&) (z—%)* = =1 (5sin& cos 2 +4 cos € sin 2€) - (z—2)?
wobei £ zwischen x und
(iii) Fiir z = z, + 15 bekommt man
[Ri(z)| <1 (5:1-1441-1) - ()" = 2 (= 0.045)
Bemerkung: Wer (ii) nicht 16sen konnte, kann den Hinweis verwen-

lof+18]
den und bekommt |R;(z)| < S5



Bemerkung: Wenn man nicht |R,|, sondern R, betrachtet, dann
muss man separat nach einer oberen und einer unteren Schranke
suchen.

Bemerkung: Wenn man sich mehr anstrengt, kann man auch noch
bessere (d.h. kleinere) Schranken finden: Man erkennt, dass cos x.
und sin 2x, gleich null sind, und da ¢ sehr nahe bei z, liegt, sind
| cos&| und | sin 2¢| erheblich kleiner als 1, und zwar kann man sich
tiberlegen, dass | cosé| < % und |sin 2¢| < 1%. Somit bekommt man
die bessere Abschitzung |Ri(z)| < 1-(5-1-1+4- - &) (%0)2 =
sooos (= 0.0256).

Eine soclh feine Abschétzung war aber nicht verlangt/erwartet wor-

den.

b) Fiir die Konvergenz der Taylor-Reihe gegen die Funktion ist (notwen-
dig und) hinreichend, dass das Restglied gegen null geht: lim R, (z) =
n—oo
0Vze [-1,1].

Wir priifen, ob dieses Kriterium erfiillt ist:
<lz|<1

~ =
n n n+1 n n+1 (n*)OO)
Bale)] = ok 9V @) o, [ < 2 gy et < 1 ()
<(n+1)[&| =0 <1

Also konvergiert die Taylor-Reihe auf [—1, 1] gegen die Funktion.

Bem.: Anstelle von R, kann man genau so gut R,_; betrachten, dann
hat man etwas weniger zu schreiben (iiberall n+1 durch n ersetzen)

Bem.: Einige haben nicht das Restglied untersucht, sondern stattdessen
gezeigt, dass die Taylor-Reihe unter den angegebenen Bedingungen kon-
vergiert. Das beantwortet aber nicht die Frage, ndmlich, ob das Taylor-
Polynom gegen g konvergiert. Einigen ist dabei klar geworden, dass unter
den angebgebenen Bedingungen die Glieder der Taylor-Reihe allesamt
null sind. Aber das beantwortet die Frage auch nicht, da man zunéchst
einmal nicht weif, ob ¢ die Nullfunktion ist.

Bem.: Man kann sogar zeigen, dass diese Konvergenz auf ganz R gilt.



A4) (Funktionen von R? nach R: Stetigkeit, Richtungsableitung)
a) Es sei f: R? — R definiert durch

f(l'7y) - $2+y2

Zeigen Sie, dass f unstetig ist.
b) Sei g : R? — R definiert durch

2

g(z,y) =€ —e”

Berechnen Sie die Richtungsableitung g—fi von g an der Stelle (z,y) =
(2,2) zum Richtungsvektor 7= (—1,1).

(3 + 3 = 6 Punkte)



Losung:

a) Entlang der Koordinatenachsen funktioniert es nicht

[ f(@,0) = 2%/22 =2 Y 0= £(0,0)],

wohl aber entlang von Diagonalen:

7.B..
N SR R 72 )
flx,—x) = o :—2362:—% fiir alle 0.
= lim f(z,7) = —1 # 0= £(0,0)
z—0
oder
34 224 g3 943 4 g2
f(x,x):x R e =z + 3 fiir alle z#£0.

x? + 22 22

= lim f(z,z) =limz +1 =1 # 0= f(0,0)
z—0 z—0

= f ist unstetig an der Stelle (0, 0).

Bem.: Es gibt noch andere geeignete Wege, die zu Grenzwerten # f(0, 0)
fithren.

Ty z2
b) Vg(z,y) = (ye are )

x e’V

v9(27 2) = < _22€i4>
%9(2,2) = (Vg(2,2),r) = 4e’

Alternative: Man kann die Richtungsableitug auch (miithsamer) unter
Verwendung ihrer Definition g-%(:f) = }llin% WL;L)_Q(@ berechnen:
—

g2 —h2+h) —g(2,2) | BRI _ 0 (ol o)

dg 1 1
or(2:2) = I h o h

2 2 2 2
et e gy —2h et 4 (4 — 2h) et
— lim = lim

h—0 h h—0 1
=0-4+4e* =4

(Summe: 41 Punkte)



A4*) (Nullstellen, Mittelwertsatz)
a) Essei f(x)=2>—e?+xlnax.
(i) Zeigen Sie, dass f auf dem Intervall I = (e~!,1) mindestens eine
Nullstelle hat.

(i) Zeigen Sie, dass f auf dem Intervall I = (e! 1) hochstens eine
Nullstelle hat.

b) Es seien z,y € [1,2] mit x # y. Finden Sie eine obere und eine untere

Schranke ¢q, co €R fiir den Term w
Hinweis: Mittelwertsatz Y
(242 + 2 = 6 Punkte)
Lo6sung:
fleh=e?2—e?24+el(-1)=-e1<0
a) i) f(I)=1—e2-0>0 =

f stetig

= f hat nach dem Nullstellensatz (auch: nach dem Zwischenwert-
satz) (von Bolzano) mindestens eine Nullstelle.

(ii) Wir priifen, ob f streng monoton ist:
fl(x) =2z +Inx+1
Wegen z > e~ ! haben wir Inz > In(e™!) = —1 (Monotonie des
Logarithmus),
somit f'(z) >2e 1 —1+1=2e1>0
= [ ist streng monoton wachsend auf I.
= f hat auf I hochstens eine Nullstelle.

b) Mit f(z) := Inz gibt es nach dem Mittelwertsatz ein & zwischen x und

y so dass

lnx—lny_f(:c)—f(y): . :1
T IRt ACRS

Da ¢ € (1,2), folgt nz = lny € (1,1).

r—y



