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***% LOSUNGSVORSCHLAG ***

Aufgabe 1 (12 Punkte)

Berechnen Sie das Maximum und das Minimum der Funktion
flz,y) =2+ 2 — ay?

auf der Kreisscheibe
2+t < 1.

Losungsvorschlag:

Es ist sowohl im Inneren der Kreisscheibe als auch auf dem Rand der Kreisscheibe nach ’kritischen
Stellen’, also nach Stellen, an denen sich lokale Extrema befinden kénnen, zu suchen. Sind alle kritischen
Stellen ermittelt, so bestimmt man Miniumum und Matximum der Funktion auf K, indem man f an
allen kritischen Stellen auswertet; die Berechnung der Hesse-Matrix ist nicht erforderlich.

Der Rand wird beschrieben durch g(z,y) := 2? + y?> — 1 = 0. Es ist

Vi(z,y) = <2x J_rglx; v ) , Vy(z,y) = <%§> :

Kritische Stellen im I'nneren der Kreisscheibe:
Kriterium: Vf(z,y) =0<=22+1—-y>=0 Azy=0
1. Fall z = 0: = y = £1 (liegt am Rand von K)

2. Fall y = 0: :>a;:—%
FO,£1) =0, f(~1/2,0)=—1
Kritische Stellen auf dem Kreisrand:
Kriterium: Vf =AVg Ag=20

M 22+1-9> = 2\
— (II) —2xy = 2\y
(D) 2% + y? =1

Faktorisieren von (II) liefert
() y(z+A) =0

Es sind also folgende 2 Fille zu untersuchen:

(III)
L Fally = 0: = z = +1, £(1,0) =2, f(~1,0) =0
2. Fall A = —x: damit A in (I) eliminieren:
111
2x+1—y2:—2x2<:>3x2+2x:0<:>x:0\/x:—% (=>)y:j:1 bzw. yzzl—xQ:g
=2

f(0,£1) =0 (oben bereits erfasst), f(—2/3,++/5/9) = % ~842.0=-24+0-=2

Bestimmung derjenigen kritischen Stellen, an denen der kleinste/grofite Funktionswert angenommen wird,
liefert:

1

max f(z,y) =2, min f(r,y) = —

(wobei das Maximum in (1,0) und das Minimum in (—1/2,0) angenommen wird).
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(4+2+4+ 2 = 12 Punkte)

Aufgabe 2
Gegeben sei das Vektorfeld V : R3 — R3 durch
3+ Y+ =z
Vx)=| z+y>+2
T+y+ 23

a) Sei K = {(z,y,2)" €R?|22+y?+2? < 1} die Einheitskugel. Berechnen Sie das Volumenintegral
iiber die Divergenz des Vektorfeldes:
/ divV dx
K
b) Zeigen Sie, dass V : R? — R3 ein Potential besitzt.

¢) Berechnen Sie ein zu V gehérendes Potential.

d) Bestimmen Sie (moglichst einfach) den Wert des Kurvenintegrals

I= /V(x) - dx
r
wobei I' die Kurve
2t
t(1-1t)
ist.
Loésungsvorschlag:
Wir berechnen (fiir a) und b)) die Jacobi-Matrix:
3221 1
JV(x) = 32 1
11 32

a) = div V = 3 (22 +y2+2?).
Mit der ’iiblichen’ Parametrisierung einer Kugel bekommen wir div V = 72 und

2r 3 1
/div Vx)dx = / / 3r2 - 1% cos O dr df dyp
K ¢=09=—7 r=0
1 3
= 27r/3r4d7" /COS9d9=27T-§~2:1527T
0 -3

b) Die Matrix JV ist symmetrisch, und das Gebiet R? ist einfach zusammenhiingend
—> V hat Potential
c¢) Es gibt verschiedene Moglichkeiten, ein Potential auszurechnen:
T

— Variante 1: Als Kurvenintegral iiber () := ¢ ( Yy ) mit ¢ € [0,1]; 7/ (t) = (
z

N R

)
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0 L /323 + t(y+2)
p(z,y,2) = /V(v(t)) A/ (t) dt = t2y° + t(z+2) (
/ 0 \ 323 +t(y+2)

)dt

1
= (zt4yt+2Y) [ Bdt+2(zy+azty2) /tdt
0

O\H

1
= 1 (' 4y +21) + 2yt zztyz
— Variante 2: Integration entlang der Koordinatenachsen (kann ebenfalls als ein Kurvenintegral
aufgefasst werden):

T Y z

p(z,9,2) = /Vl(é,O,O)df+/V2(fc,n,0)dn+/V3(fB,y,C)dC
0 0 0
Yy z

= ]£3d§+/(x+n3)dn+/(w+y+ ¢*)d¢

0 0

1
= —z'+ay+

1 y +xz+yz+ z

4 4

— Variante 3: durch wiederholtes Aufintegrieren und Ableiten:
Ein Potential p zu V ist definiert durch

M polw,y,2) = Vilw,y,2) =23 +y+2
(II) py(m Y,z ) VQ('CC?y? Z) =T +y3 + 2
() ps(z,y,2) = Vs(z,y,2) =z +y+ 2°

!
!

Aufintegrieren von (I) nach z liefert p(z,y, z) = %x4+xym“z+c(y, z). Dies wird nach y abgeleitet
und mit (II) verglichen:

py(z,y,2) + o+ 8C(y’ ) =V =a+ y3 + z woraus folgt %yy’z) = 13 + 2. Integration beziiglich
y liefert c(y, z) = fy 4 zy+é(2), also p(z,y, 2) = %x‘l—}—%y‘i—l—xy—f—xz—i—yz—f—é(z).

Ableiten nach z und Vergleich mit (III) liefert

pa(2,y,2) = x+y+&(2) = V3 = +y+2°, woraus &(z) = 2%, also &(z) = 12% + ¢ folgt. Mit
2.B. ¢=0 folgt das gleiche Potential wie unter Variante 1 oder Variante 2.

d) Da V ein Potential hat, und dieses auch schon bekannt ist, ist es naheliegend, Kurvenintegrale iiber
den Potentialwert am Anfangs- und Endpunkt der Kurve auszurechnen:
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Aufgabe 3 (6 + 6 = 12 Punkte)

a) Bestimmen Sie alle Losungen der Differentialgleichung

b) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem fiir das Differentialgleichungssystem

t2
Yy =(t+1)y +exp(§) :

1 -1 0
y=Ay, A=|1 3 -1
0o 0 2

Losungsvorschlag:

2)

Es handelt sich um eine inhomogene skalare lineare Dgl. Man bestimmt also zunéchst die Losungen
der zugehorigen homogenen Dgl und anschliefend eine partikuldre Losung der inhomogenen Dgl:
Losen der homogenen Dgl y' = (t+1) y mittels Trennung der Variablen:

% =t+1=Inly|l = % +1t = Ynhom(t) = exp(% + t) ist eine homogene Losung; cypom mit c€R
ist die Gesamtheit der homogenen Lésungen.

Bestimmung einer partikuldren Losung mittels "Variation der Konstanten’

Ansatz y,(t) == c(t)Ynom(t) == Yp = Ynom + Ypom

Einsetzen von y, und y,, in die inhomogene Dgl v, = (t41) y, + exp(%) liefert

hom + Yhom = €(8) (1) Yhom (1) + exp('y)

2
2 exp(5) —t
— =exp(L) = = 2 —e¢
Yhom p( 2 ) exp(%th)

eine Losung ist c(t) = —e™, also y,(t) = c(t)Ynom(t) = — exp(%).

Die allgemeine Losung lautet demnach

Es handelt sich um ein System von linearen Differentialgleichungen mit konstanter Koeffizienten-
matrix.

Bestimmung der Eigenwerte, Eigenvaktoren und ggf. Hauptvektoren:

Entwicklung nach der dritten Zeile (Nullen ausnutzend!):

p(A) = 2-N[1-MNE-AN)+1]
= 2=\ —4r+4)=(2-))?3

(Was man auf keinen Fall tut: Das '2 — X’ in den restlichen Term hineinmultiplizieren!)
Also: Es gibt nur einen Eigenwert A = 2. Bestimmung des Eigenraums:

-1 -1 0 11 0 1 10
A-2I= 1 1 -1 }—100 -1 ]—| 00O
0 0 0 0 0 0 0 0 1
1
Der Eigenraum ist eindimensional, wird von v; = | —1 | aufgespannt. Man weif3 also, dass noch
0

ein Hauptvektor zweiter Stufe sowie ein Hauptvektor dritter Stufe zu finden ist.
Den Hauptvektor zweiter Stufe vg erhilt man als Losung von (A — 2I)ve = vy. Fiir den obigen
Vektor vy ist das

-1 -1 0 1 11
(A—=2I|vq) = 1 1 -1|-1 ] —| 00
0 0 010 0 0
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Also ist z.B. vo = 0 ein HV 2. Stufe (alle Vektoren der Form 0 + avy wire hier
0 0
-1
ebenfalls richtig). Falls man sich oben fiir den EW v = 1 entschieden hat, so sind vo =
0
1
0 | + avy zulidssige Hauptvektoren 2. Stufe.
0

Suche nun einen HV vg dritter Stufe als Losung des LGS (A — 2I)vg = va. Fiir obige Wahl von vq
bekommt man

-1 -1 0 |-1 1 1 0|1

(A—2I|vy) = 1 1 -1/ 0 — 1 0 0 0]0

0O O 010 0 0 111
1
und somit z.B. vg = | 0
1

Ein Fundamentalsystem lautet somit z.B.

2

t
{e)‘tvl, e)‘t(vz +tvy), e)‘t(V3 +tvo + 5v1)} =
1 1 1 1 1 21
et -1 ], &% 0 +t| —1 , et 0)+t| O +§ -1
0 0 0 1 0 0

Viel Erfolg !
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