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Erlangen, den 15.10.2003

Aufgabe Mathelll-1 Es sei durch

—ysin z
f(z,y,2) = % 2z sin z
TY COS z

auf Q = {(z,y,2) €R3 |z > 0} ein Vektorfeld definiert.
a) Zeigen Sie, dass f ein Potenzial F': Q — R mit VF = f besitzt.
b) Ist das Potenzial aus a) eindeutig?

c) Wibhlen Sie eine geeignete Kurve ¢ in Q von (1,0,0) nach (x,y,z) € Q und berechnen
Sie ein Potenzial mittels

F(x,y,z):= /fdx (Kurvenintegral 2. Art).

C

Hinweis: Wihlen Sie einen (ggf. nur stiickweise differenzierbaren) Integrationsweg so,
dass das Integral leicht zu berechnen ist.

(15 Punkte)

Losung.

a) (i) Q ist einfach zusammenhéngend, und (ii) rot f ist gleich null:

Oyfz — 0z fo 2?ygcos z— %yzcos z 0
rot f(z,y,2) =\ 0:fi—0ufs | =| =% cosz+%cosz | =] 0
Orf2 — Oy f1 —E—gsinz—i-x—gsinz 0

b) Nein. Das Potential ist nur bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt.

c¢) Sinnvoll ist es, eine stiickweise achsenparallele Kurve ¢ zu wéhlen; erst in z-, dann in
y-, dann in z-Richtung:

(1+1,0,0), tefo,1-af
ot) = (w,Hft—[1—all,0),  te[l—a|l—a|+]y] ,
(2, y, £t — [L—| = yll), ¢ € [I1—a] + [yl [L 2|+ [y] + |2]

(£1,0,0), te[0,|1 - ]
c(t) =4 (0,£1,0), te[l—z1—az|+]y|]
(0707i1)7 te Hl - ‘T‘ + ‘y|7 ’1 - {E’ + |y‘ + ’ZH
Die Vorzeichen sind je nach Vorzeichen von 1—x, ¥, z zu wéhlen.
[ Bemerkung: c ist hier parametrisiert nach der Bogenlinge. Es gilt ¢(0) = (1,0,0),
o(I1 - al) = (2,0,0), (|1 — 2] + |yl) = (2,0, (1 — 2| + ] + o) = (2,3, 2)- |

[1—z| [1—z|+]y| [1—|+|y|+|2]

Flz,y,2) — /f(c(t))-é(t)dt+ / £(c(t)) - &(t) di + / £(c(t)) - (1) dt
0 11—l |1 — |2 |2y]



[1—z| [1—z|+[y] [1—z|+|y|+|z|

_ /ifl(c(t))dtJr / = fo(c(t)) dt + / = fy(e(t)) di

0 [1-=| [1—z|+[y|
[1—z|+|y|+]z] |2| 9
) )
= 0+0+ / j:—cos(j:|t—|1—x|—|y|)dt:/:|:— cost dt
T T
[1—z|+]y] 0
79 2 t=2 2
= /y—costdt:y—sint :y—sinz
T T =0 T
0

[ Bemerkung: Beschriinkte man sich auf den Fall > 1,y > 0,z > 0, so hétte man die
einfachere Rechnung

T Y z

Fla,y.2) = / £(£,0,0) - (1,0,0)T de + / £(z,n,0)- (0,1,0)" dy + / £(z,y,p)- (0,0,1)" dp
1 0 0

z y z
= f1(€,070)d£+ fg(.T,T],O)dT}—i— f3($,y,p)d,0
oo [atnom |

2

ZyQ y p== 2
= 0+O+/—cospdp: = sinp
x x
0

= - sinz
T

p=0

Bemerkung: Wenn man die geradlinige Verbindung zwischen Start- und Zielpunkt als
Integrationsweg nimmt, sind die entstehenden Integrale schwer zu ldsen. |

Aufgabe Mathelll-2

a) Geben Sie ein komplexes und ein reelles Fundamentalsystem der homogenen Differen-
tialgleichung
y//_2y/+2y20

an.
b) Bestimmen Sie eine spezielle Losung ys von
y' =2y +2y=t.
Hinweis: Polynomansatz fiir ys.

c) Losen Sie die Randwertaufgabe
' =2y +2y=t in |0, g],

§ (z)_ﬁ+2
Ty YY) T

d) Geben Sie ein numerisches Verfahren zur Approximation der Anfangswertaufgabe
y' =2 +2y=t, t>0,

y(0)=0, y(0)=1
an.
Hinweis: Schreiben Sie die Differentialgleichung als System erster Ordnung und wenden
Sie darauf z.B. das explizite Euler-Verfahren an.

(15 Punkte)



Losung.

2)

Charakteristisches Polynom: A\? — 2\ + 2 0
e )\172 =1+
— komplexes Fundamentalsystem

{6(1+i)t’ 6(1—i)t}

Die beiden Fundamentallésungen lassen sich schreiben als
e'(cost +isint), e'(cost —isint).

Summe sowie durch ¢ geteilte Differenz ergeben die reellen Fundamentallésungen

el cost, elsint.

Durch Probieren erkennt man, dass ein Ansatz als Polynom (Hinweis!) ersten Grades
ausreicht:
ys(t) =a+tb

Einsetzen von
ys(t) =a+tb, y.(t)=0b, y/(t)=0

in die inhomogene Differenzialgleichung liefert
—2b 4 2(a + th) = t.

Koeffizientenvergleich beziiglich t liefert a = b = %, also

Bemerkung: Variation der Konstanten ist zwar theoretisch méglich; die Rechnung ist
aber sehr langwierig.

Die allgemeine Losung lautet (siehe a),b))

1 ¢ ‘ ‘.
y(t) = 3 + §+c1e cost + coe” sint.

Einsetzen der Randbedingungen liefert das Gleichungssystem

3 1

2~ 379
T™+2 1 = /2
1 = 2+4+026 .

Losung: ¢; = 1,¢c2 = 0,
also

1 ¢t
y(t) = 3 + 3 + €' cost.

Der Ansatz uy := vy, ug := y liefert fiir u = (ul,ug)T (wie der Vorlesung entnommen

oder leicht nachgerechnet werden kann) das System

co=( 2, 1o (9)



Wahlt man zur Diskretisierung z.B. das explizite Euler-Verfahren, so erhélt man die
Rechenvorschrift

0 1 0
W1 = Wy + (tpy1 — tg) < Lo ) ui(t) + (tes1 — ti) < b >

w={1),

wobei uy, eine Approximation von u(ty) darstellt.

Aufgabe Mathelll-3 Es sei die Ellipse
E={(z,y) e R*|g(z,y) <0} mit g(z,y):=2*+9y> - 25

und der Punkt P = (8,10) € R? auflerhalb von E gegeben. Sei f die Abstandsfunktion eines
Punktes (z,y) von P

fla,y) = dist((z,y), P) := /(z = 8)2 + (y — 10)2.

a) Zeigen Sie: f nimmt auf der offenen Menge E kein Minimum an.
Hinweis: Warum geniigt es, f? zu betrachten?

b) Zeigen Sie, dass f an der Stelle Q@ = (4,1) ein lokales Minimum auf dem Rand der
Ellipse 0F = {(x,y) € R?|g(x,y) = 0} annimmt.
Hinweis: Betrachten Sie das zugehorige Lagrange-Funktional und berechnen Sie dessen
Gradienten und Hesse-Matrix.

c) Zeigen Sie, dass PQ senkrecht auf der Kurve OF steht.
Hinweis: Zeigen Sie, dass fiir eine beliebige Parametrisierung ¢ von 0F die Tangente ¢
orthogonal zu Vg und damit zum Vektor P — @ = (4,9) ist. Skizze!

d) Sei c eine Parametrisierung von 9E mit ¢(0) = Q. Zeigen Sie

d

(fo0)(0) =0

und

dt
(H =Hesse-Matrix). Also ist @ lokale Minimalstelle von f auf 0F.
Hinweis: Vg(Q) = —V£(Q) und 2 (goc) =0, (%)2 (goc)=0.

(d)2 (T LT ,
(foe)(0)= (¢7(H oc)e+e (Hgoe)e) (0) >0

(15 Punkte)

Losung.

a) Da f > 0 ist auf £ und das Quadrieren positiver Zahlen eine ordnungserhaltende
Operation ist, reicht es, f2 zu betrachten.
Im folgenden schreiben wir daher kurz f statt f2, also

f(z,y) == (z — 8)* + (y — 10)%



Suche nach kritischen Punkten von f:

Vi(z,y) = < 22((;__180)) > L0 — z=8,y=10

(8,10) ¢ E = Es gibt keine kritischen Punkte, daher auch keine Minima in E.

Lagrange-Funktional:
L(Z) = f(Z) + Ag(7)

VL(Z) = Vf(Z) + \Vg(T) = 2 <5:1%>+2A <93;>

Einsetzen des Randpunktes Q = (4, 1):

VL(4,1) =2 < :g>+2)\ (3)

Dies ist offensichtlich null fiir A = 1.
Wir priifen, ob L mit A = 1 an der Stelle @) ein lokales Minimum hat, indem wir die
Hesse-Matrix HL von L bestimmen:

HL(:E)ZH(f)(f)JFl‘Hg(f):Q((1) ?)+2<(1) 8)

H L ist also fiir beliebiges Z € JF, also insbesondere fiir ¥ = (4, 1), positiv definit. Nach
(4.5) b) der Vorlesungsfolien hat L daher in (4, 1) ein Minimum. Nach (4.23) der Folien
hat dann f unter der Nebenbedingung g = 0 ein Minimum an der Stelle (4, 1).

Sei ¢ eine beliebige Parametrisierung der Randkurve OF mit ¢(0) = Q. Nach Definition
von ¢ und JF ist offensichtlich

g(c(t)) =0 Vvt

Ableiten liefert
Vg(c(t))-¢e(t) =0 Vt. (1)

Also ist Vg orthogonal zum Tangentialvektor ¢ auf ganz OF, insbesondere an der Stelle
Q = c(0).

An der Stelle @ = ¢(0) gilt ferner Vg(Q) = (8,18) = 2 (P — Q). Also ist der Tangenti-
alvektor ¢ an der Stelle () auch orthogonal zu P — Q.

Ableiten von f o c liefert

d )
9 flelt) = Vi) &), @)
An der Stelle @ = ¢(0) gilt die Lagrange-Identitét mit A = 1 (siehe b)):

V(@) =-Vg(Q), also Vf(c(0)) =—Vyg(c(0)) (3)
Aus (1),(2),(3) folgt

%f(C(O)) = Vf(c(0)) - ¢(0) = =Vg(c(0)) - ¢(0) = 0.

Die zweiten Ableitungen der Funktion f o ¢ und der Gleichung g o ¢ = 0 ergeben
d\? T . .
=) few) = (THfe+ Ve E) ),

(2)2 gle(t) = (eTHgle)e+Vg(c) &) (t) =0.



Beide Gleichungen an der Stelle ¢t = 0 sowie die Lagrange-Identitit (3) ergeben

(%f Je) = (¢THfC)e+ V() &) 0
= (eTHf(c) ¢—Vy(c)- C> (0)
= (THf(c)é+ ¢ Hole)) (0)

Da H f und Hg (s.o.) positiv definite Matrizen sind und ¢ # 0 fiir glatte Kurven c folgt
die Positivitat des Ausdrucks.

Aufgabe WR-1 Berechnen Sie den Mittelwert und die Varianz der diskreten Verteilung mit
der erzeugenden Funktion

(15 Punkte)

Aufgabe WR-2 Die Verteilung des Zufallsvektors (X1, X2) besitze die Dichte

zre~ @1 +22)  falls 2y >0 und 2y >0

Jlar,22) = { 0 sonst

Berechnen Sie die Dichte der Verteilung der Zufallsvariablen Y = X7 + Xo.
(15 Punkte)

Aufgabe WR-3 Die Zufallsvariablen X; und X5 seien stochastisch unabhéngig. Die Vertei-
lung von X; besitze die Dichte

[ te /2 fir t>0
fl(t)_{ 0 fir ¢ <0

und X sei exponentiell verteilt mit Parameter A = 2.
Berechnen Sie die Kovarianz der Zufallsvariablen Y7 = 3X7 — X5 und Y5 = X + Xo.
(15 Punkte)

Summe: 90 Punkte



