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a)

L1 � tw|w P ta, bu�,#apwq � #bpwqu

L1 besitzt die Pumpeigenschaft für die Pumpzahl n � 2.
Jedes Wort z der Sprache mit |z| ¥ 2 enthält, entweder das Teilwort ab oder ba, somit
kann man bei der Zerlegung z � uvwxy, v und x, jeweils mit a oder b aus diesem
Teilwort belegen und w ist das leere Wort, u und y sind der linke und rechte Rest des
Wortes.
Nach dieser Methode, lassen sich alle Wörter in L1 zerlegen und alle Wörter der Art
z1 � uviwxiy mit i ¥ 1 sind offensichtlich in L1, da für jedes erhöhen von i sowohl ein a
als auch ein b eingefügt werden.

b)

Ldurch 3 � tn|n P t0, ..., 9u� ist die Dezimaldarstellung einer durch 3 teilbaren Zahlu
Ldurch 3 besitzt die Pumpeigenschaft für die Pumpzahl n � 3.
Dies zeigen wir indem wir beweisen, dass jedes Wort z mit |z| � 3 so in z � uvw zerlegt
werden kann, dass pu�vq mod 3 � 0, dies Leitet sich daher ab, dass wenn Ziffern deren
Summe durch 3 teilbar ist, beim Pumpen an die Zahl angefügt werden, die entstehende
Zahl durch 3 teilbar bleibt.
Alle 3 stelligen Wörter aus t0, ..., 9u� setzen sich aus 3 verschiedene Arten von Zeichen
k zusammen:
(i) k mod 3 � 0
(ii) k mod 3 � 1
(iii) k mod 3 � 2
Für alle Wörter z, die ein Zeichen der Art (i) enthalten, ist bei der Zerlegung w � ε,
und entweder v oder x das Zeichen der Art (i), das andere ist ε, dadurch bleibt beim
Pumpen das Wort durch 3 teilbar.
Für alle Wörter z, die nur Zeichen der Art (ii) enthalten, ist bei der Zerlegung w � ε,
und entweder v oder x enthhält die Zeichen der Art (ii), das andere ist ε, dadurch bleibt
beim Pumpen das Wort durch 3 teilbar, da die Summe der Zeichen auf jeden fall durch
3 teilbar ist. Dies gilt analog für Wörter die nur Zeichen der Art (iii) enthalten.
Wörter z, die sowohl aus mindestens einem Zeichen der Art (ii) und aus mindestens
einem Zeichen der Art (iii) bestehen, können in w � ε, und v=(ii), x=(iii) oder v=(iii),
x=(ii), zerlegt werden. Da die Summe aus einem Zeichen der Art (ii) und einem Zeichen
der Art (iii) immer durch 3 teilbar ist, bleibt beim pumpen die Zahl durch 3 teilbar.
Da wir nun gezeigt haben, dass jedes dreistellige Wort in t0, ..., 9u� so gepumpt werden
kann, dass pu � vq mod 3 � 0, und, da in jedem Wort zL von Ldurch 3 mit z ¥ 3 eines

1



dieser Worte vorkommt, haben wir damit gezeigt, dass Ldurch 3 mit der Pumpzahl n � 3
die kontextfreie Pumpeigenschaft besitzt.
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