Turingmaschine: - Qrendliche Zustandsmenge o -{y ...q.}
- & :endiiche Eingabeal phabet
- GE § :endliche Bandalphabet
- BTG/ :dasLeerzeichen
- 0 T Q: Anfangs- (oder Start-) zustand

- F T Q:Menge akzeptierender Endzusténde
- d : Zustandsiiberfiihrungsfunktion
(@:Q c®Q G {RL,N}
(in einem Zustand X Bandzeichen lesen & neuer Zustand X
Bandzeichen Schreiben X { Bewegung Lesekopf))

Definition:

Eine K onfiguration einer Turingmaschine ist der Aktuelle Speicherinhalt und die Aktuelle Position G* "Q ™ G* (agb:
a,bTG*;qTQ)

Sie bedeutet, dass auf dem Band die Inschrift ab eingerahmt von lauter Leerzeichen steht, die Maschine im Zustand q ist und der Kopf
auf die Zelle zeigt, die den ersten Buchstaben von b enthélt

a'q'b ist direkte Nachfolgekonfiguration von agb, wenn a' g'b’ in eéinem Rechenschritt aus agb entsteht
Notation: agb & a'q'b’
a’'q’'b"’ ist Nachfolgekonfiguration von agb, wenna'’ g’ ’b’’ in endlich vielen Rechenschritten aus agb entsteht, Notation

agbaa"q'"'b'". Esgilt stets agb a aqgb, da,, keine Rechenschritte* in der Formulierung , endlich viele Rechenschritte
enthalten sind.

Die Sprache Ly von M ist die Menge aller von M akzeptierten xT é_* , Es kann/darf Berechnungen fiir Eingaben xT é*
geben, die nicht abbrechen, falls X T L, .

Sérkerer Begriff: Falls M die Sprache Ly, akzeptiert und fir ale xT é_* nach endlich vielen Schritten hélt, so entscheidet M die
Sprache Ly (rekursiv)

Definition:
Eine Sprache L ] é* heil3t rekursiv (entscheidbar) wenn es einen Turingautomaten gibt, der auf alle Eingaben stoppt und die
Eingabe w genau dann akzeptiert wenn wT List.

Eine Sprache L T é* heif3t rekursiv aufzahlbar (semientscheidbar) wenn es einen det. 1-Band Turingautomaten gibt der die
Eingabe w akzeptiert, dieausL ist.

Eine Funktion f : é* ® é* heif3t total rekursiv (berechenbar) wenn es eine Turingmaschine gibt, die aus Eingabe x den
Funktionswert f(x)berechnet.

Eine Funktion f : N* ® N (beachte: N kein endliches Alphabet) ist total rekursiv wenn eine Eingabe von Typ
bin(i, )#bin(i, )#...#bin(i, )J# mit Ergebnisbin(m) stoppt wenn m= f (i,,...,i, ) . Dabei ist bin(j) Binérstelle vonj.

Satz:
Eine k-Band-Turingmaschine M, die mit Rechenzeit t(n) und Speicherplatz s(n) auskommt, kann von einer Turingmaschine M’ mit
Zeitbedarf O(t*(n)) und Speicherplatz O(s(n)) simuliert werden.

Abzahlbar: Sprache kann durchnummeriert werden




3. Unterprogramme

Beim ,,Programmieren” von TM kdnnen wir sagen: Wir benutzen ein Unterprogramm (ohne andere TM), um eine bestimmte
Aufgabe zu 18sen

1.3 Simulation zwischen RAM und TMs

Def. 1.9: Fir RAM M und Eingabe x ist:
- Tyy (X) =# Schritte von M gestartet mit x

- Sy (X) =#grofte benutzte Speicheradresse bei der Rechnung von M gestartet mit x
»t(n)-Zeit* und , s(n)-platzbeschrankt” ist analog zu den TMs definiert

Satz 1.10: Jede RAM kann durch eine det. 1-Band-TM simuliert werden. Ist die RAM t(n)-zeitbeschrénkt, ist die TM O(t(n)?)-
zeitbeschrankt

Beweis: (a) Wir missen uns Uberlegen, wie eine Konfiguration der RAM auf einer Mehrband-TM gespeichert wird.
(b) Redlisierung von K ofigurationsiibergdngen

Zu(@: c(2),...,c(k) enthalt die Eingabe
N N
Konfiguration der RAM: Speicherinhalt: ¢(0),c(d),...

Programmzahler b
(zu fester RAM wird eine feste, ,aquivalente® TM angegeben)

T™:
Band1 | # | ) | # | bin(c(o))| # | 1 | # | bin(c(1)) | # | 1 | 0 | # |bin(c(2))
i,c(i) binar dargestellt
Bandz | # | bin(b) | # |

Band3:Arbeitsband

Wir missen nun fiir jeden mdglichen RAM-Befehl ein TM-Unterprogramm schreiben, das diesen Befehl realisiert.

z.B.: ADD i: ¢(0):= c(0) + c(i) b:=b+1

- suche die Speicheradresse Bin(i) auf Bandl

- Kopiere bin(c(i)) auf das Arbeitsband

- Falls ¢(i) noch nicht auf dem Band 1: Einfligen und mit O fillen
- »Addiere binar bin(c(o)) und bin (c(i))"

- b um 1 erhéhen

Satz 1.11: Jede t(n)-zeitbeschrankte det. 1-Band-TM kann durch eine RAM simuliert werden
Beweis:. ,, Programmieraufgabe” (einfach programmieren)

Bekannt bis jetzt:

RAM, det 1Band-TM, det. k-Band-TM, Halbband-TM (gleiche wie det. 1Band-TM), 2D-TM (gleiche wie det. 1 Band-TM),
» V ektor-Additionssysteme*

1.4 Die Churche-Turing-These
Alles was man machen kann ist vom Typ O (ist das was ich mit der TM machen kann)

Die imintuitiven Sinn berechenbaren Funktionen sind genau die, die durch Turingmaschinen (det, 1-Band-) berechenbar sind.
Vermutung: es gibt nichts Uber den TM




1.5 Universelle Turingmaschinen G :{Q:L B}
Eine Maschine Bauen die alle anderen Maschinen beherrscht

Bislang: Unsere TM konnen genau eine Aufgabe |osen Q={q,....an}
_ _ Startzustand g,
Darstellung von det 1-Band-TM m ,,in maschinenlesbarer” Form OBdA
M soll Uber {0,1,#} codiert(godelisiert = nummeriert) werden F ={qn}
d(g,,x) =(q;,y,D) Xy G wird codiert durch 0 00
1 01
. B 11
D I{R,L,N} wirdcodiertdurch R 00
N 01
L 11
0 ®YHbdgl
[
Trennsymbol :#

Bsp.: d(q3 1) = (CIz’ B,L) = lﬁ#@#l{:‘#]é#lé

Die gesamte d - Tabelle kann wie folgt codiert werden:
B## lgl ##code(erster Eintrag der [1- Tabelle)##code(2.Eintrag)##...##code(letzerEintrag)### B

Endzustand

a ,Godelnummer” von M: <M>
a Man kann jede TM eindeutig auf eine natlirliche Zahl abbilden (TM wird eine Zahl zugeordnet)

EineTM M heifit universell, wenn sie bei Eingabe < M >,XT{O,]} * | so verhédlt wie M gestartet mit x.

Satzt 2.12: Esgibt eine universelle det. 2-Band-TM M die jede t(n)-zeit- und s(n)-platzbeschrénkte 1-Band-TM M auf Platz
O(sn) in Zeit O(t(n)) ssimuliert, falls M halt.
Beweis: M habe Bandalphabet G ={0,1, B}

M : Auf Band 1 steht <M>x
Kopiere <M> auf Band2, I6sche M von Band 1

Jetzt:
|e|B|x| B [x.|B[. Bana
Codierung
des aktuellen <M>
Zustands von M A\
|#|#|#|o|1|1|o #|#|#| |#|#|#... Band2

- Finde zum aktuellen Zustand g und Zeichen x auf Band 1 die Stelle #1' #code(X)#1' #code( y)#code(D)
[d(a,,x) =(q;,Y,D)]
- Aktualisiere den aktuellen Zustand zu 1' , ersetze auf Band 1 das x durch y und gehe auf Band 1 in Richtung D

Da|< M >]= O(1), kostet die Simulation eines Schrittes nur O(1) Zeit. Der Zeit- und Platzbedarf der Gesamten
Simulation ist aso O(t(n)) bzw. O(s(n)).

- Platzz Band 1 Benétigt genau so viele Zellen wie M gestartet mit x, d.h. S(| X [)

Band 2 benétigt O(1) viele Zellen & Gesamtplatzt O(s(n)).
- Zeit:  (# Schrittevon M gest. mit x) * (Zeitaufwand zur Verwaltung auf Band 2)
t(n) * O(1) = O(t(m)

Beobachtung: Sei X T{01,#} * . Esist entscheidbar, ob X = <M> fiir eine det 1-Band-TM M ist. (, Syntaxanalyse")




1.6 Unentscheidbar e Probleme
Es gibt viel mehr Sprachen als TMs (d.h. Programme)

LT é* . L heiR}t Sprach oder man sagt Problem und meint das Wortproblem, d.h. die Frage: X T L?
PROBLEME SIND ALSO MENGEN

wievide L T {03} * gibtes? {933 FIN|

abzahlbar
unendlich

#der Sprachen ist [R(N)| = |R| tberabzahibar unendlich

Es gibt so viele Sprachen wie es Reelle Zahlen gibt
# der TM ist <m(wegen der Godelnummern) abzadhlbar unendlich

Gibt es wichtige Sprachen, fur die es keine Programme gibt?

Def.1.13 Die Sprache
H:={<M >w|M isteinedet.1- Band- TM, die, gestartet mit w, hélt} ist das (allgemeine) Halteproblem

Satz1.14  H ist unentscheidbar.
Beweis: Indirekt, selbstanwendung, Diagonalisierung
Annahme: esgibt eine TM, MH,’Qie H entscheidet. My hélt auf jede Eingabe X, und man kann dann am Zustand (von
My) erkennen, ob X I H oder X I H ist

Wir schreiben das Programm (die TM) Mgy

T™M Mgpa

1-dieEingabesa y

2-falsy =<M>w [Syntaxanalyse], dann

3 —entscheide mittelsMyob <M ><M >1 H

4 —fallsja, schreibe nach rechts endlos viele ler aufs Band
5 —fallsnein, Stopp

<M gy >< M oy >T H 22(,Was passiert, wenn man Mgya, Mit < Msgya> Startet?”)
i- <M., ><M_,., >T H adeAntwortin (3)ist,Ja" & Endlosschleifein (4)
A Msgya, gestartet mit <Msgya,> hdlt nicht & < M, ><M ., >TH
i - <M, >< Mg, >1 H adeAntwortin (3)ist ,nein* & Stopp in (5) wird erreicht
A Mgy gestartet mit <Mggya> hdlt &2 <M, ><M . >TH
a My kann es nicht geben!!
<M1> | <M2> | <M3> | ... + M; gestartet mit <M;> hélt
M1 | + - + + - M; gestartet mit <M;> halt nicht
M2 | - + + + <M, ><M,>TH
M3 | - " - " L
N " Auf der Diagonale wird + zu — und umgekehrt
; - - - & Unentscheidbarkeit von TM
Satz 1.15:

a—H ist rekursiv aufzahl bar
b- H istnicht rekursiv aufzéhlbar H Aé*/ H
Bewes:

a—Universelle TM zahlt H auf!

b-Wére H rekursiv aufzahibar mittels TM M , dann kénnten wir folgende TM programmieren

Entscheider fur H
- die Eingabe sai <M>w
- fUhre gleichzeitig aus und stoppe, wenn einer stoppt:
* gtarte mit <M>w auf Band 1 die universelle TM, die die Worter aus H akzeptiert

* starte mit <M>w auf Band 2 die TM M , die die Worter aus H akzeptiert

Entscheider fir H halt fir jede Eingabe <M>w und man kann erkennen ob <M>w T H oder <M>w T H gilt
a H ist entscheidbar (WIEDERSPRUCH)




Def. 1.15:

Satz 1.17:

Beweis:

H, ={<M >| M, gestartet mit e (leereWort, " |eeresand") halt}
Heil3t I nitiale Haltepr oblem (oder auch ,, Spezielles Halteproblem™) (andere Abk. Hg)
H , ist nicht entscheidbar.

Wir tun so, alsob H , entscheidbar wére, und schreiben damit einen Entscheider fur H
Annahme:  Wir konnen entscheiden, ob ob <M>w T H NES

DieFrage:  ,ist<M>w I H “ soll mit Hilfe des Entscheidersfur H , bestimmt werden
Wir programmieren zu <M>w das Programm:

feste Maschineqysy

1 - Eingabe sai x

2 —garte M mitw

3-—falsx= &, dann Stopp!

M entscheide H,
a—wenn |\7| bei Eingabe <feste_Maschine«v-,> akzeptierend halt (,ja sagt*), feste_Maschineqy,, bis Zeile 3 kommen,
was nur maglich ist, wenn <M> gestartet mit w halt, also<M>w I H

b—wenn M ,nein sagt*, kommen wir nie zur Zeile 3, d.h. M gestartet mit w hélt nicht <M>w T H
a wir konnen H entscheiden! (WIEDERSPRUCH)

1.7 Reduktion und der Satz von Rice

Def. 1.18

Def. 1.19:

Eine Funktion f :{0,1}* ®{0,1} * heif}t ber echenbar, wenn es eine det. 1-Band-TM M gibt, fur die mit

X T{03} *gilt: -ist f(x) definiert so halt M gestartet mit x und f(x) steht auf dem Band
- ist f(x) nicht definiert, so hdlt M; gestartet mit x nicht

Ist f(x) fur ale x definiert, dann ist f total berechenbar (anderer Begriff: total rekursiv) LT{ 0,1} *

Eine Sprache L, ist entscheidbar genau dann wenn die charakteristische Funktion
A, {03* ®{01 mit
ilfalsx TL

i total berechenbar ist.
70sonst

A (X):

Eine Sprach L ist rekursiv aufzéhlbar genau dann wenn
jlfalsxTL

A (X):
e fundef sonst

berechenbar ist.

L,,L, T{0J}*. Eine Reduktion ist einetotal berechenbare Funktion f :{0,1}* ®{0,1} *,
for die gilt: xTL, U f(x)TL,

Funktion muss alle Mdglichkeiten behandeln d.h. auf jeden Fall eine Ausgabe erzeugen.

Wir schreiben: L, £ L, und sagen,, L, wird auf L, reduziert* (mittels )

Eselsbriicke: A £ B“Aist leichter alsB*
Bei nichtentscheidbarkeit: Hier das, was man kennt(A), und hier daswasman ist (B).

Nochmas: H £ H,

i< feste Mastine,,,. > fassx=<M>w

f(X):{ Mw
T sonst
XTH ® x=<M >wTH b< feste Maschine,,,,,, >TH,
-, _IXx=<M>w b f(x) =< fest_Maschine,,.,, >T H,

xITH=7 _. -
xXI<M>wp f(x)=x1H,




1.8 Rekursive Aufzahlbarkeit

»Aufzéhlbar" ist etwas anderes als ,, abzéhl bar*

Satz 1.23: Sei L eineunendliche Spraqhe. Dann gilt: .

L ist rekursiv aufzshlbar UJ es gibt eine total berechenbare, surjektive Funktiong 1{0,}* ®L

Beweis: - g T{0,1} * &L surjektiv, total berechenbar durch 1-Band-TM M, gegeben

Def. Fiur rek. aufzéahlbar

yT{03* . —
Mg x1TL x 1 L »
T M
x1 L g

M halt, ohne ,ja“ zu sagen
oder M gest. mit x hélt nicht

Ziel:  Wirsuchen Y T{O3} * mitg(y) = x
Wir erzeugen systematisch die Wérter aus{0,1}*, z.B.
€,0,1,00,01,10,11,000,001,... also y und starten Mg mit y
Das wird solang gemacht, bis M x ausgibt.

M: Eingabe x
y=e
While, My gestartet mit y, nicht x ausgibt do Yy := next(y)
XTL UM estartet mit x hat
a sage,ja'

Def. Fur rek. aufzahlbar

BBl ir miissen einen TM M programmieren, die

(!_) far alle"Elngaben 2 hél_t xT L -
(if) nur Worter, aus L ausgibt <T L M

(iii) jedes Wort aus L ausgeben kann ——— ’ ?
Wenn wir My haben, definiert diese die Funktion g

X T L:esgibteint T N, sodassM, gestartet mit x, nach t Schritten hélt.
Eingabe Yy 1 {01} * fir My wird interpretiert als (x,t)

ja.a.t) falsy=a..a,qlbd

aus_eins_mach_zwei(y) = i Ende
T 03 sonst
Bsp:  (011010111) = (01101,3)
( 011) = (e,2)

( 1111)=(0))

( 0110) = (011,0)
Sei Xsix 1L einfester Wert aus L
Mg Eingabesa y
(x,t) := aus_eins_mach zwei(y):
Simuliere auf einem Extraband t Schritte von M gestartet mit x
Falls M eine Endkonfiguratiion erreicht hat, gib x aus
Sonst: gib Xsix aus
& die Punkte (i)(ii)(iii) gelten




- Eine Menge von Sprachen heif3t Sprachklasse oder auch Sprachfamilie
E:={L | L ist entscheidbar}
L, :={L | List rekursiv aufzahlbar}
- Sei Op(X{X) eine k-stellige Operation auf Sprachen. (z.B. Vereinigung E (LLé’L L,))
Ei;e Sprachklasse L,i§t genau dann unter op abq&ic\hlossen (gegen op abgeschlossen), wenn gilt:
L,,..L, TL®op(L,,L,,.,L,)0IL

Techniken:
- "Parallele Ausfiihrung” (2 Bander fur jeweils eine TM)
- "Zeitscheibenbetrieb”

Satz 1.24 Seien‘Ll und L, rekursiv aufzahlbar
- L, EL,rek. aufzéhlbar
- L, €L, rek. aufzéhlbar
- L 0L, rek aufzahibar (L,0L,={w|w=uv, uTL,,vIL,})

Satz 1.25

L ist entscheidbar U L und L sind rek. aufzahlbar.
E ist unter Komplementhildung abgeschlossen.

L ist unter Komplementbildung nicht abgeschlossen HTL,|HTL,
H =Halteproblem

Zusammenfassung: Kapl (Berechenbarkeit)
- TM = RAM = JAVA-Programme
-TM = O(t(n)®) R& t(n) = RAM
- Die TM als Prototyp fir den Begriff "berechenbar".
- Entscheidbarkeit (Maschine hélt fir jede Eingabe uns sagt ja oder nein)
- Akzeptanz (Maschine hélt nur fir die "ja'-Eingaben) = rek. aufzahlbar

- Halteproblem - ist nicht entscheidbar & Reduktionskonzept [H £H e] " Jede nichttrivale Eigenschaft von Programmen
ist nicht entscheidbar
+ ist rek. aufzahlbar
- Universelle TM
- Church-Turing-These (TM ist Grenze zu dem was berechenbar ist)




Kapitel 2 Nichtdeterministische Turingmaschinen und das PNP Problem

Bei der PNP Problematik geht es um Sprachen, die entscheidbar sind, undzwar in Polynomzeit(?)

Def 2.1: Eine nichtdeter ministische 1-Band-TM wird beschrieben durch 6 Komponenten= M = (Q, é ,G,d,q,,F)

deren Bendeutungen bis auf @ gleich denen der det. TM sind (analog k-Band-TM)
Nunist d:Q G=P(Q G {L,N,R})

d(ds,q) ={(a,.b,L),(ds,a R)}
Startkonf.: o xT é*

istzB.: (q',b,R)Td(q,a),danist agab ® abq'b ein méglicher Ubergang

eineNTM M akzeptiert x genau dann, wenn es eine Rechnung g, Xx®aqgb, qT F , aus moglichen Ubergéngen gibt.

M akzeptiert die Sprache L = { x | M akzeptiert x}
Bgp. 2BandTM  G={0], B} a={01,F ={q,}

aT(03: d(qo,§ .(qo,g ,%,’g ) (f : R?)g
za _‘1 gaeRou
d(qlig ’:\(qli 5 )g
dafg )-"(q2,§8°§N9>§
1

M akzeptiert L ={ww" |WT{0}*} wRist das gespiegelte Wort zuw (001)R = 100

G ={01B},Q={01,F ={q,}

d(ao,8) ={(0,.0.R), (@, L R), (g, B,N)}
Diese NTM M schreibt eine beliebige 0-1-Folge aufs Band. Wir sagen: M rét eine 0-1-Folge

Rucksackproblem

K = { (Codierungen von) (ay,...,a,b) | esgibt &, ,...,a, 1{03} : éaiai =b}

i=1
(3,7,5,9,16) T K (fiille Rucksack bestmdglich mit Waren des gegebenes VVolumens)
0101 0x3+1x7+0x5+1x9=16

a,a,asa,

Vorgehensweise: - Rete eine 0-1-Folge &,,...,a,

.. 8
- Verifiziere g a,8;, = b
i=1

NTM M Platz und Zeitbedarf:
Lafzet L, (X) = iLangeeiner kirzesten akzeptierenden Rechnung  fallsM die Eingabe x akzeptiert
aurzelt: =1
& sonst
i

igeringster Platzbedarf einer akz. Rechnung  fallsM die Eingabe x akzeptiert
Platz: Sy (X) = |

"Tn(n)-zeit und S;(N)- platzbeschrankt ist analog den det. TM def.

sonst




Satz2.3: Jede NTM M kann durch einedet. TM M' simuliert werden. Falls M t(n)-zeit und s(n)-platzbeschrankt ist, so ist M’
29MM)_zeit und O(s(n)*t(n))-platzbeschrankt.

Bewels: r sei die maximale Zahl an direkten Nachfolgekonfigurationen, die eine Konf. einer Rechnung von M haben kann.
r= maxﬂ d(q,a) ||qTQ,aTG}
Startkonf.: OoX

Berechnungsbaum

AoX
P N
K, k, k

K, K, K

| K", K", K"

r

ofe \ 200
s \
g \
Akz,
Engabe «

1. Idee: Breiten suche auf dem Berechnungsbaum
Zeitbedarf:  akz. Konf. ist spétestens auf Level t(n)

& Laufzeitvon M " O(rt(”) ) = 0(2'09”‘(“) ) = 20(t(m)
Platz: s(n) » s°t™) (stent nicht so im Satz 2 klappt nicht)

2. ldee: kontrollierte Fiefensuche auf dem Berechungsbaum

. Tiefers(x) = Oft(1x )+s(I x])

T:=2
while noch keine akz. Rechnung gefuden und der Baum noch nicht ganz abgearbeitet ist
do - fihre Tiefensuche bis Tiefe T aus
-t=T+1
done
t(x) 3
Laufzeit: O% aZO(T) 9 = 20(“‘)(‘))
27
Korollar 2.4 NTM s akzeptieren genau dierekursiv aufzahlbaren Sprache

Rechner, der 1000 Operation pro Sekunde ausfiihren kann.

| 001s | 1s | imin | 1h |

P, |n 10 1.000 60.000 | 3.600.000 | Vorgegeben ist eine bestimmte Rechenzeit
P, |nlogn |4 140 4893 204.094 | Gesucht: max. ProblemgrdfRe n, die in der vorgegebenen Zeit gel 0st
P, |n? 3 31 244 1.897 werden kann.
P, |n® 2 10 10 153
Ps |2 3 9 9 21
Nun:  Rechner, der 10 Mal so schnell ist, 10000 Op/s

Max Eingabelénge

Vorher(10000p/s) | Nacher(10000 Ops/s
P, n m 10m
I'Zi njogn | m ;?6?’“ Polynomielle Laufzeit & , schnell”
P, |n® m 2,15m
Ps | 2 m m+3.3 »langsam*




- DTIME(t(n)) ={ L | es gibt eine O(t(n))-zeitbeschrénkte det. TM, die L entscheidet }

Def. 2.5:
- NTIME(t(n)) ={ L | es gibt eine O(t(n))-zeitbeschrénkte nicht det. TM, die L akzeptiert }
- P= UDTIME(n¥)
KTN
Menge aller in Polynominal zeit entscheid barer Programme ist hier mit enthalten
111 T(n)-zeitbeschrankte RAM, kann von O(t(n)®)-zeitbeschréankter det. TM simuliert werden (Satz 1.10)
- NP = UNTIME(n*)
KTN _
Offensichtlicn: P 1 NP
Die Frage: P=NP?? Vermutung: P T NP

Vorteilevon P. - Pist robust
- Héngt nicht von der Anzahl der Bénder ab

- héngt nicht vom Maschinenmodell TM bzw. RAM ab
- Polynome sind unter Hintereinander-Ausfiihrung abgeschlossen
f(n) =n® g(n)=n"f(g(n)) = n**
- P enthélt die Probleme, die sich in der Praxis als handhabbar erweisen haben
d.h. einigermaf3en schnell geldst werden kénnen (falls k eher klein)

- Permdglicht eine reichhaltige (und schdne) Theorie

- Cliqgue={ <G,k> | G ist ein Graph der einen vollstdndigen Teilgraphen der Grof3e k enthalt}
<G,,4>1CLIQUE
<G,,5>1CLIQUE

- Hamilton-Kreis-Problem (HC, Hamiltonian Cycle)
Ein Hamiltion-Kreisin einem Graphen G ist ein Kreis, der jeden Knoten genau einmal besucht.

(Alle Moglichkeiten miissen durchlaufen lassen bis Ergebnis gefunden oder Ende erreicht wurde.
Dasist nur nicht det. mdglich)
HC ={ <G> | G enthdlt einen Hamilton-Kreis}

<G, >THC

- Traveling Salesper son Problem (TSP)
TSP ={ <G,c,k> | der Gewichtete Graph G enthalt einen Hamilton-Kreis mit Gewicht <=k }

(Rate-Rundreise & rechne lange aus & ist mit NP mdglich)

- Knoteniber deckungsproblem (Vertex Cover) _
Gegeben:  Graph G = (V,E), Dann heit A 1 V eine Kanteniiberdeckung, wenn jede Kante aus E mind.

einen Knoten aus A berthrt
VC ={ <G,k> | G hat Knotenuiberdeckung der Grofe k }

<G,4>TVC
<G,,3>TVC




Def. 2.6: Sei L eine Sprache tiber { 0,1}. Einedet. TM V heiBtt(Q-beschrénkter Verifizierer fur L, wenn gilt:
(i) DieEingabenvonV, sind von der Form x#w, X,w 1{0,1}
(i) DielLaufzeitist O(t(| x]))
(i) Furdle x T{O3*;xTL xTLU $w: £ t(| x|) und v, akzeptiert x#w

Zertifikat
HILFE

Rechne aus Formel x eine Nullstelle aus und teste mit w (O einsetzten) ob das Ergebnis korrekt ist

Satz 2.7: Sei L eine Sprache. Dannist.
L UNAEUY O Soithspsp (o) B Ve is s Sk
Eingabe: x mit der Frage"x TL" Eingabe: x#w
Beweis: , U*“ wir gebeneineNTM M an:
(1) Eingabesai x
(2) Ratew (in |w| Schritten)
(3) FdlsV, gestartet mit x#w akzeptierend halt, dann akzeptiere x
sonst verwerfe x .
Offensichtlich akzeptiert M nur Eingaben X I L.

Aus Def. 2.6 (iii) folgt, dass es ein w mit |W1 £ t(| X |)gibt, V. akzeptiert x#w in ZeitO(t(| X |)) Raten des , richtigen* w
braucht also nur Zeit O(t(] x |)). Gesamtzeitist O(t(| x [))

,B*  LTNTIME(t(n)); M sei t(n)-zeitbeschrankte nicht det. TM fiir L

OBdA (ohne Beschrankung der Allgemeinheit)
OE (ohne Einschrankung)
wlog (without loss of generallity)

OBdA: Jede Konfiguration einer Rechnung von M hat keine oder genau zwel Nachfol gekonfigurationen

im Berechnungsbaum:
i-te Schritt
[t} 1 \(.\W‘
/_\\_? /’_“‘\\_?

wHO11G]L01

Bei Eingabe x#w arbeitet V| wiefolgt:
Fals M im 2-ten Schritt die Wahl zwischen zwei Nachfol gekonfigurationen K, und K, hat, wahit V| die
Konfiguration KWi MIt W = WiWa.... Wi, W, T{ 03
X T L U esgibt eine akzeptierende Rechnung von M gestartet mit x der Laufzeitt(| X |)
U esgibtein WT{0,3}, so dass V, x#w akzeptiert, dajedes w eine Rechnung von M gestartet
mit x beschreibt.

Korollar 2.8:
NP ={ L | esgibt eine polynominell beschrénkten Verifizierer fur L }




2.1 NP-Vollstandigkeit
pet.2e: LTH, LT,
L, ist polynominell reduzier bar auf L, (Ll £ 0 Lz)
Uao (LEL)
(i) DieLaufzeit zur Berechnung von f(x) ist O(|><|k) firein KT N
Lemma2.10: £, isttransitiv
Beweis: L, £ L, mittelsf,, berechenbar in Zeit o(n')
L, £, L;mittelsf2, berechenbar in Zeit O(n'*)
P L, £, Lmitds f,(f,(x)= f,(x)

f5(X) ist Reduktionsfunktion der Laufzeit O((nk1 )kz) = O(n'*)

Def. 2.11: L heif3t NP-schwer (NP-hard, NP-schwierig, NP-hart) wenn gilt:
"L'ENP:IL'E L
Fast alle 2 Personen spiele sind nicht in NP weil exponentiell viele Ziige mbglich sind
Welt auRerhalb von NP ist nicht leer.

L heifl%t NP-vollsténdig falls gilt: GO-Spiel
() LTNP GO
(i) L ist NP-schwer A NP
Lemma2.12: NP-vollst.

(i) L sai NP-schwer. dann gilt:
@ LTPPP=NP
) PLNPPLTP
(ii) L sai NP-vollstandig. dann gilt:
@LTPUP=NP
(b) LTNPund L £ L'P L'ist NP-vollstandig

2.2 Der Satz von Cook
Def. 213 -V ={X,,..., X} Menge Boolescher Variablen

Literal ist eine Variable oder eine negierte Variable x oder X
Eine Klausel K der Lange sist ein Boolescher Ausdruck aus s Literalen.

K=y,VYy,V ... ysmit KT{Xl,...,Xn} I‘E{Yl,...,in}

- Ein Ausdruck in konjunktiver Normalform (KNF) ist ein Boolescher Ausdruck [der Form
0 =K, UK, U...UK,fir Klauseln K;
Die Anzahl der in Cvorkommenden U und U Operation ist die Gr6Re Size() von 1.

- Eine totale Abbildung c:Va{ TRUE,FALSE}, die jeder Variable einen Wahrheitswert zweist, heif3t Belegung der
Variablen. c wird kanonisch auf Literale, Klauseln K, und die KNF [, festgesetzt. ¢(K) bzw. ¢([7) ist das Ergebnis der
Auswertung von K bzw. [ unter Auswertung von c.

- Eine KNF [iheil3t erfillbar, wenn es eine Belegung c gibt mit ¢([7) = TRUE
Bsp.: (1 =(X UX, UXx,)U(X,UXx;UX,) Size(l1=5)
C(x1):=TRUE  c(x3),c(xs) BELIEBIG
c(x2):=TRUE  ac(7)=TRUE

- Jwird kodiert durch <(0>:
<X > = 1#bin(i)
<X, > = 0#bin(i)
<K> =<y VY,V ... Vs> = <y SHEY,SHE. <y >
<>=<K, UK, U...UK, >= <K >#. #H#H<K >
[<U>| = O(Size(l)*log|V))




Dar Erflllbarkeitsproblem SAT (Satisfability Problem) ist SAT = {[17> | @ ist erflillbare KNF}.

Satz 2.14 (Satz von Cook, Cook’s Theorem, 1971): SAT ist NP-vollstandig.
Beweis: (i) SAT I NP: (IQe c und verifiziere, das c(®) = TRUE ist.
Das geht in Zeit polynomindll in[<>|
(ii) SAT ist NP-schwer, also zuzeigen "L T NP: L £ SAT
Sel L beliebig aus NP, aber fest. Sei M eine nicht det. polynominal zeit-beschrankte 1-Band-TM, die L akzeptiert in
Zeit cxn®;
M, =(Q,S,G,d,q,,F)
Ziel:  Fur WT L (ICss eine KNF ®w konstruiert werden (,,mit vielen Variablen®), so dass gilt:
WT L 0 ]WT SAT [wsoll die mdglichen Polynome von M, gestartet mit nachbilden

oBdA: F ={q.},d(q:,a) ={(g.,a, N)}firdlea TG
V’\{TT U es gibt eine Rechnung von M, gestartet mit w der Lange T = ¢xn* mit n=jw|
Ugwa K, aK, a..a K;undhierist der Zustand gr
dieVaisblenmange  V,, =fzelle, JOEtET,-TE£i£T,aTG}
E{kopf [O£tET,-TE£i £T}
E{zustandt,q|0£t £T,qTQ}
Ny, | = (T +2)3(2T +2)3[6]+ (T +1)x(2T +3) + (T +11[Q[ = O[T ?)

zelle,; ,= TRUE U inder Rechnung von M| gest. mit w steht in der Konf. K, in Zellei das Zeichen a
kopfi; = TRUE U In der Berechnung von M gest. mit w seht in der Konf. K der Kopf an der Zellei
zustand,q = TURE U In der Berechnung von M, gest. mit w seht in der Konf. K, der Zustand q

"I @diesen Variablen konstruieren wir jetzt @y, so dass die Rechnung g,W & ... & K beschrieben wird
GenauEineVariablelstTrue(xy,...x5) = (X, U..Ux )U J ( x U X; )
i+j Groke O(r?)

istGleich(x,y) = (XU y) U (xU y)
V,={ Zdle, ,Kopf,zustand,, | - T £i £T,aT1G,qTQ}
Konf(V;) = TRUE U die Belegung der Var, in V, beschreibt genau eine Konfiguration
Konf(V,) = GenauEineVariabIeIstTruekzustandtl % ,zustandtl @ ,...,zustandtl Qs )

U GenauEineVariablelstTrue (kopft'_T .. KOPF, o, kopf, ..., kopf, )

VA | GenauEineVariabIeIsITrue(Zellet’i’al ""’Ze”et,i,q ‘ )

-TEIET
GroRe: O(T?)

Ow  =Rechnung (VO,V1,...,VT)

- Sy U 1SRy gV s,
t=0

hier geht die konkrete Eingabe w - hier geht dasd invon M
fur M indei KNFein in die Konstruktion ein
n-1 R . R
Startkonf(V0) = | (zelleoyi’\,\,iﬂ)u i (zelleoyi’B)U kopf,, U zustand,, ,
i=0 -T£i<0
nEI£T

/* Dass Startkonf wirklich eine Konfiguration bezeichnet, wird bei EinSchirtt( ) mit Uberprift */
EinSchritt(V,V..y) = |J Schritt_durch (v, ,V,.,)

gld

g =[(a.a,D)Td(a)

Cohritt_durch_y(Vi Vi) = Konf(Vy) U Konf(Vi) U zustand,q U zustandy ¢
U “unter Kopf in K, steht a*
U “ an der selben Position in K, steht & “
U “ kopf wird in Richtung D bewegt*
U “ Rest vom Bandinhalt ist unverandert beim Ubergang von K, nach K.,




»unter Kopf in K, steht a und an derselben Stellein Ky, steht &',

1 U Zel l et+1,i,a' ))

i (kopf .U (zel e,

i=-T

D =L: ,Kopf wird in Richtung D bewegt"
T-1
I (SindGleich(kopf,;, kopf ., ,))
i=-T+1
D=R,D=N...
GroRe von [y ist O(T3) = O(w|3")

"th. die Laufzeit zur Berechnung von <®y,> ist O(jw|3"), also Polynominell
wT L U esgibt eineakz. Rechnung von M, gestartet mit w der Laufzeitcxn* U 5,> T SAT
P diese akzeptierende Rechnung liefert eine Belegung der Variablen, die [y erfiillt

b 5.1 SAT
Bw> 1 SAT & Ly ist erfilllbar & jede Klausd ist erfullt

k
a entspricht eine akz. Rechnung von ML gest. mit w der Lange CX |n|

awllL 2 Bewiesen [0

(st KNF, in der jede Klausel aus genau 3 Literalen aus 3 verschiedenen Variablen besteht.

(% Ux Ux)U (% Ux,Ux,)
[OAT = {<®>| [Tiist (, daswasdriber steht*), und [1list erfiillbar}
Offensichtlich: 3SAT 1 SAT

Satz 2.15: 3SAT ist NP-vollstandig

Beweis. (i) 3SAT I NPV
(i) SAT £ 3SAT
,olsat? U “f(<>) I SAT ?
1=K, UK,U..UK,

Ki=1(literd) (k)= (0y,0y,)0(0y,0y,)0(0y,0y,)0(U0y,0y,)

size(K;) = 0 size(f(K,) = 11
Ki= (llU lz) f(Ki) = (llU I, U yi)U(IlU|2 Uy|)
size(K;) = 1 size(f(K)) =5

Ki=(,01,0..01)k>3

f(Ki) = (|1 u I, U yil)U (yil U l5 U in)U (Viz U l, U Yis)U---U (inK—s U I U lk)

size(K) = k-1 size(f(K;) = 3k-7

f(0)=f(K,)U...U f(K;)
size(f(1)) = O(size(1))
Disterfillbar U (0) erfillbar

f ist in Polynom zeit berechenbar. a Bewiesen [
Vermutung: 3SAT I P
aber: 2SAT 1P




Satz 2.16: CLIQUE ist NP-vollstdndig:  CLIQUE ={ <G,k> | G enthélt einen vollst. Teilgraphen der GroRe k }

Beweis. (i) CLIQUE I NP offensichtlich
(if) CLIQUE ist NP-schwer. Z.z: SAT £p CLIQUE SAT auf CLIQUE reduzieren

.
geg: 0= D(K)K =y U..0y?, yList literal

i=1
ziel:  Konstruktion eines Graphen G und Angabe einesk I N, mit <> 1 SAT U <G k> 1 CLIQUE

G VE{EIIITLTH] T 8)
E={ 0. i i +iundy? =y}

0= (% UX,)U(x UX,)U (X UXx, U x,) Inden Spalten gibt es keine Kanten!&2
X1:X3:TRUE X2:FALSE:X3:X1

Behauptung: U ist erfiillbar U G, enthélt eine Clique der GroRe T
Beweis: P:c=(c,...,c,) sa eine efiillende Belegung der Variablen (x,,...,x,), ¢ | { TRUE,FALSE}
Dann wird in jedem K; mindestens ein Literal yj(i)

erfullt
OBdA ssiendiese Y\ ,...,y" Damistnie y¥ =y i 1i';
dsoistimmer { (i,1), (i,1) } 1E, d.h.(1,2), ... ,(T,1) bilden eine Clique der GroRe T
U: Sei{ (injo), ..., (irj7) } eineCliqueder GroRe T in G
Dannist wegendes, i 1 i, inder Def. von E aus jeder Spalte des Graphen genau ein
Knoten vorhanden. Durchnummerieren zu { (1,11),(2,15), ..., (T,l1) }

sdien y) = x¢',a T{negiert, nicht negiert} zB. y’ = X, &, = negiert
) = Vhi")
Somit gibt es eine Belegung, die ale Literde (i T{1,..., T} erfullt

Essind ale (SI &, )verschieden, sonst gabe esi,i' mit y,(i

Damit ist jede Klausel K erflllt, dannist [J erflllt & Bewiesen [

Die Konstruktion von G, ist offensichtlich in Zeit O(poly(|<J>])) mdglich & Satz [

Satz 2.17: VERTEXCOVER ist NP-vollstandig

Beweis. CLIQUE auf VERTEXCOVER reduzieren
() VCI NPist offensichtlich /
(i) VCist NP-schwer a1

zuzeigen: CLIQUEE,VC
K(G) sei der Komplementgraph zu G = (V,E) (Kanten die Vorhanden rausnehmen und nichtvorhandene reinnehmen
f(<G,k>)=(K(G),V|=k) |
Behauptung:  <G,k> I CLIQUE U <K(G),|VIzk> I'VC
d.h.: G enthdt k-CLIQUE U K(G) enthalt keine K notentiberdeckung
der GroRRe |V| =k
<G,k> 1 CLIQUE
G K(G)

1

U

-

U=k

in U gibt es keine Kanten
Wihle als Enotenitherdeckung
VWU (VU= V|=k)

V\U it tatséchlich eine Knoteniiberdeckung, da es innerhalb von U keine Kanten gibt
a BEHAUPTUNG [

aSATZ [




Binary Programming BP N~ M Matrizen mit ganzzahligen Eintragen
BP={Ab>|ATM,,(2).bTZ",$yT{0OL" : A1y £ b}

»Lineare Ungleichungssysteme, in denen die Variablen nur mit 0 oder 1 belegt werden dirfen*

Satz 2.18: BP ist NP-vollstandig

Bewels: (i) BPI NP (ist offensichtlich)
(i) BPist NP-schwer
zu zeigen: SAT £,BP

T2 KUK, ULLUK, K, = y® 0.0 y© tber (x4, .. %)
Ungleichungssystem Uber den Variablen zy, ... , z,, 2, ..., Z¢'
fur jede Boolesche Variabel x;: Z+z'=1 z=0az = 1undumgekehrt

s (i) —
L . 2 ~(i) S3) — Tz Yy, =X 1o
firjedeKlausel K QY] 31,yj =i, y(‘) _ 5 )i%é
j |

TZ' mind1 mussl sein
X UX, UX, UX,
=ztz,t7;t731

Eine erfillende Belegung liefert Losung des Ungleichungssystems und umgekehrt L1

Aufbauend auf die NP-Vollstandigkeit:
- Approximationsal gorithmen H
- Komplexitétstheorie %’
- Platzhierarchie '
- Zeithierarchie
- Konsequenzen fir Nichtdeterminismus

Es gibt keine Perfekten Schachalgorithmen weil NP-Vollstéandig und nicht die Optimale Losung geliefert wird sondern nur eine gute Lésung



Kapitel 3:  Formale Sprachen
Bisher: Maschinen erkennen Worter einer Sprach
Jetzt: Verfahren, Methoden, die Worter einer Sprache erzeugen
L ={ <M> | <M> ist ein syntaktisch korrektes C-Programm }
Sie kennen Syntax-Diagramme, die Programmiersprachen definieren

3.1 Grammatiken
Def. 3.1 Eine Grammatik G vom Typ Chomsky-0
durch ein 4-Tupd (V,Y,P,S) mit
-V: endliche Menge von Variablen (Konvention: Grof3e Buchstaben, wie A,B,C)
- > endliches Alphabet von Terminalen  (Konvention: kleine Buchstaben oder Ziffern: 0,1,... ab,...
-S  Start symbol, STV
-P1 ((V EC)/7 (VEO) )ist endliche Menge von Produktionen aller Ersetzungsregeln
z.B. (aAb,Bq) I Pist erlaubt
statt (u,v) 1 P schreiben wir auch uav

Wir sagen: - w' T(V E D)* ist ausz(V E ])* direkt ableitbar (w B w*) fall es (u 4B v) 1 Pund
a,bT(UES) mtw=6p undw = (B

- W' ist ausw indirekt ableitbar (w F£® w'),
fallsw* durch endlich viele Ableitungsschritte aus w erzeugt ist.

Dievon G erzeugte Spracheist L(G) ={w TS | sH® W}

Um zu zeigen, dass eine Grammatik G eine Sprache L erzeugt, ist zu zeigen:
L(G) ILundL(G)EL

wT (V E D)+ und SFHAP® W: w heif}t Satz form. Satzformen konnen noch Variablen enthalten.

Bsp. auf HP
()Sa asBC (2saaBC
(3)CB a BC (4aB a ab
(5)bB & bb (6)bC & bc
(7)cCacc

Eine mdgliche Ableitung:

S®" aSBC ®? aaBCBC ®" aahCBC ®“© appsBg
keine-\lf;lzaiteren
Maéglichkeiten

S® aBC ® aaBCBC ® aabCBC ® aabBCC ® aabbCC ® aabbcC ® aabbec T L

L(g)={ ab'c"|ns3w1}

Def. 3.1: (Fortsetzung)

g=(V.2.P.5)
- G heildt kontext sensitiv oder vom Typ Chomsky-1,

fallsfir jede Regel (U 4B V) gilt : |U| £ |V| linke Seite immer Kleiner als rechte Seite (kann nur 1anger werden, nicht kiirzer
- G heifdt kontext frei oder vom Typ Chomsky-2
fallsfir alle Regeln (U & ®V) 1 Pgilt: ulVv undvT(V E ])* AaaBCa

(kontext-freie Grammatiken sind das Grundgerust fur Programmiersprachen)

- G heif3t reguldr oder vom Typ Chomsky-3,
falsale Regeln von der Formuav sindundull Vundv = €, oderv =g, al [
oderv=aw,al [J,wlV (Aa € AdaAAbC)
Erweiterung zu “kontext-sensitiv’: S& € ist zusétzlich erlaubt und S taucht in keiner rechten Seite der Produktion auf.




Satz 3.2; L(G)={db'c"|n31}

Bewels: .E* Sei d'b"c", N 31, gegeben. Zidl ist es eine Herleitung anzugeben.
1. Wende (n-1) mal die Prod(1) an und einmal die Prod(2). G = (V,£,P.5) mit
/ n n
S ya (BC) VvV = {S8,B,C} Menge der Variablen
2.Wendel+2+3+ ... +n-1=n(n-1)/2 mal die Regel (3) L = {a,be} Menge der Terminale
S 33’ a"B"C" Menge P der Produktionen:
3. Wende einmal Regdl (4) und dann (n-1) mal Regel(5) an (1) § —aSBC (2) § —aBC
S:y’ar a.nann (3) CB — BC (4) aB — ab
bB — bb bC' — be
4. Wende einmal Regel (6) und dann (n-1) Mal Regel (7) an oo ©
. Injeder Regel ist die Anzahl der @ s gleich der Anzahl der b'sund B's

Injeder Regel ist die Anzahl der b'sund B’s gleich der Anzahl der ¢’'sund C's
ainjeder Satz formist die Anzahl der a s gleich der Anzahl der (b’sund B’s)
und gleich der Anzahl der (¢'sund C's).

a's kénnen nur aus (1) und (2) erzeugt werden, und daher stehen sie ganz vorne.
D.h.ineinemw I L(G) stehen @ simmer ganz vorne.

b's werden durch die Regeln (4) und (5) erzeugt

¢’'swerden durch die Regeln (6) und (7) erzeugt

Satzformen, die ,cB* enthalten, kénnen nicht zu einem Wort der Sprache abgeleitet werden,
das das grof3e B nicht mehr wegzubekommen ist.

ainwl L(G) sinddieasvor denb's, und dieb’svor denc's,

dh.w=dbc",n31

Satz 3.3. Eine Sprache L ist genau dann rekursiv aufzéhlbar, wenn es eine Chomsky-0-Grammatik G, mit L(g) = L gibt
(LO: Klasse der rek. aufzahlbaren Sprachen, hat was mit Typ 0 Grammatiken zu tun)

Beweis: . U* Ggegeben. Ziel: TM M angeben, die genau die w I L(G) akzeptiert.
TM M: Eingabe w
Rate irgendeine Ableitung eines Wortesw' (1 L(G))
und vergleiche w mit w'. fallsw = w': stop.
.P* TM M gegeben Ziel: Grammatik G anzugeben mit L(G) ={ w | M gest. mit w hélt }
- es gibt nur einen akzeptierenden Endzustand: Oaceep ; UNd wenn der erreicht ist, ist das Band lehr
- M arbeitet nur auf en Zelleni, i >=0; und Zelle-1 enthélt »
- M ist nur zu Beginn in Zustand qq
PpaKla... a P Qe
Ziel: Gram‘mati k aqgeben, die diese Rechnung ,, riickwarts* ausfihrt
-V =QEG/SE{S} Startsymbol: S

S® >qzat;cept qacceptaqacceptB
- d(q,a) = (q',a', R) rechts Bewegung

O agap & = oa’q [

aq aaqa firaleEintragein d mit Kopfbewegung nach rechts
- d(q!a) = (q"all N)

(1= agap & [ii=oaq’a [

ga aga dleEintragein d -Tabelle mit Kopfbewegung nach N
- d(q!a) = (q"all L)

U= oblIB & s (= aq’ha [ Uw brauchen das letzte Zeichen von o /in qa passiert was und b ist neuer zustand

LIB sind mehrere Zeichen rechts und Links von der Aktuellen Position.

Furale b T G:=qgba & bga fir alle Eintrage der @ -Tabelle mit Richtung L

* *

S® P qaeeniB...B ® P qeWBB...B®w
"alsS: q0a® ag, I/ laufe nach rechts

Jdo B® do I/ |6sche die Bs wenn goB kommt werden die B aufgefressen

"alsS: aq, ® g,a I/ laufe nach links
qu ae /I l6sche »und go

Die Grammatik funktioniert so: 1.Die End-Konfiguration inklusive B’ s erzeugen
2. Rechnung von M riickwaérts durchfhren
3. Aufréumen

|




3.2 Kontextfreie Grammatiken und kontextfreie Sprachen
Eine Sprache L heif3t kontextfrei (kf), wenn es eine kf Grammatik G gibt mit L = L(G)
Bsp.: G, Saad| e L, ={ab"|n>=0} =L(Gy)
Eigentlich miisste noch gezeigt werden, dass L(G1) = L1 mit beiden Richtungen,, 1 “ und ,, E*“

Gy <Ausdruck> & <Term>
<Ausdruck> & <Ausdruck> + <Term>
<Term> & <Vaktor> | <Term> * <Faktor> "Syntaxhaum™
<Faktor> & a| (<Ausdruck>) > ={*a(,)}
(a+ta)+a € L(Gy) <Ausdruck>
<Ausdruck> & <Ausdruck> + <Term> ]
A <Term> + <Term> <hustiucle ©  <Tom
a <Faktor> + <Term> <Term> <Faktor~
a (<Ausdruck>) + <Term> <Thrme |
a (<Ausdruck> + <Term>) + <Term>
a (<Term> + <Term>) + <Term> © <Ausdruck> ()
a (<Faktor> + <Term>) + <Term>
a* (at+a+a
@ & @
Linksableitung: Ersetze immer die linkste Variable (Nichterminale Symbol)
Grammatik ist eindeutig:  Es gibt nur eine Herleitung (einen Syntaxbaum)

Def. 3.4 Eine kf. Grammatik ist in Chomsky-Nor malform
Wenn jede Regel vonder Formis: AaBC ,B,CIV\{S}
Ada al$S
Sa e erlaubt  /istartsymbol

Satz 3.5: Zu jeder kf. Grammatik G kann eine kf. Grammatik G* in Chomsky Normalform konstruiert werden,
sodassL(G) =L(G")

Beweis: Lemma3.6: zu G gibt eseinekf. Grammatik G g 4 Mit L(G) =L (G e i)
und G e 4 enthdlt keine € -Regeln (bisauf Sa €)
BeweisvonL 36: E, ={A|(A ® T P}
E,={A|(A®B,.B)TP,B,TE_}EE,
Esgibtein i,mitE; =E;
- Lésche die € -Regeln
- ""(A ® w) T P:Wennw k Variablen aus E;, enthalt, flige -1 mdgliche Regeln,

die man durch Weglassen von Variablen aus Ei0 in w erhalten hinzu,

arerAa e 0O(L. 3.6)




Beispie:  E;, ={B,C}
die Moglichkeiten B ® e¢,C ® ¢ sind nicht erlaubt und miissen ersetzt werden
nur das Startsymbol darf auf € abgebildet werden

A® BaAbC | aAbC | BaAb | BaAb | aAb

Lemma 3.7: Zu jeder kf. Grammatik G gibt es eine kf. Grammatik G' ohne Kettenregeln (Regeln der Form A& B) mit L(G==L(G').

Beweis: Konstruiere einen gereichten Graphen Ggete = (V,Exeate), in dem die Knoten die Variablen sind (V) und die Kanten die

Kettenregeln sind.
¢c—*>0>b S>A ESF
A>B FA
B>S ASC
A>E C-SD

7
7

Jeder kann jeden gerichtet
erreichen

/l'in den ,, starken Zusammenhangskomponenten* (z.B.: das Eingekreiste) gibt es die Moglichkeit Knoten zu ersetzten

Ersetze in den starken Zusammenhangskomponenten (Menge der Knoten wo jeder, die gegenseitig erreichbar sind hier:
AEFBS jeder kann jeden erreichen) die Variablen durch eine davon (S muss tbrig bleiben) und ersetze diese in allen Regeln
an Stelle der aliminierten Knoten(Variablen).

Bsp. AABCE A&BC
EaxY[F AAXY
FaA
ZaaF Z&aA

Ersetze nun im Ubriggebliebenem gerichteten kreisfreiem Graphen ,,von unten nach oben* (,,topologische Orientierung”)
die Kettenregeln A&B durch die Regeln: A&“alte rechten Seiten von B* 0(L 3.7)

Wir konstruieren G' in Chomsky-Normalform
-Fdls STE, : fiige ein neues Startsymbol Sund die Regel S'&Sein

- eliminieredie € -Regeln
- eliminiere die Kettenregeln
-firalleal S: Aaa und ersetze ale Vorkommen von adurch A,
aulBer wenn dadurch neue K ettenregeln entstehen wiirden
Xaa wird nicht ersetzt weil sonst X&A, wieder Verkettung ist.
- Regeln Nr.i: AaB;B,...By k>3
Wird ersetzt durch:
AaB,c," c"aB,c” c.l"aB.B

0(S3.5)

*

Eine Variable heift nutzlos, wenn eskein Wort w I S* gibt mit A® w. Sonst heifkt sie niitzlich
Variable aus der man nichts herleiten kann.

Satz 3.8: G sei kontextfreie Grammatik in Chomsky-Normalform. Man kann die nutzlosen Variablen und alle Regeln, in denen sie
auftauchen, ersatzlos streichen, ohne L(G) zu veréndern.




Der CYK-Algorithmus (Cocke,Y ounger,Kasumi) .
Gegeben ist eine kontextfreie Grammatik: G = (V,3,P,S) in Chomsky-Normalformund einWertwl S* w=a...a,.
Frage: w 1 L(G)?

S

Berechne: V(ij)={A|A 1V,A®3...3}
IstSEV(1n), dannigw I L(G)

V(i.i)={A|(Aaa) I P} A

a a a a

V(ij) = {A | (AZBC) 1 PB IV(i,K.CHV(KLj) Kkl {i.. -1} }

a, K |k+1 a

Satz 3.9: Der CYK-Algorithmus entsteht in Zeit
O(IP* W), obwlL(G)
Beweis: »Correct by Construction*®
Laufzeit:  Tabelle enthdt O(jw[?) Eintrage.
Je Eintrag bis zu |w| k-Werte & O(jw|®) mal die |P| Produktionen durchsuchen.

Korollar 3.10:
L ={ <G>w | G ist Kontext-freie Grammatik in Chomsky-Normalform,wl L(G)} 1 P

Das Pumping-Lemma fiir Kontext-freie Sprachen
Def. 3.11: Sei L eine Kontext-freie Sprache. L hat die Kontextfreie Pumpei genschaft, falls gilt:
$n, TN"zTL,|Z3n_ $u,v,w,Xy:Z=uwxy:
0 |31
(@i [ £n,

@iy "Mi30:uw'wx'yllL
Pumping Lemma kann auch benutzt werden um Wort kleiner zu machen, indem Pump teil einfach entfernt wird (Rest ist muss dann auch wieder in Sprache sein)

Bsp3.12: (a) L1={a ba} hat diekf. PE: Setzte N , = 3.
(b) L2={a"b"|[n> 1} hat die kf.PE. Setzte N, , =4. z = daabbb, j>0

_ 4 hat was damit zu tun, dass das Leere Wort nichtin L ist
Setzteu=da& v=a&w=&& x=b& y=hb
(i) Ivx|=lab]=2>1
(i)  Ivwx|=lab]=2<4 V

(iii) a@qtttht =al"pM T Lfuralei 20 v
u v Xy

() Lz={a%"c"|n>0} hat die kf.PE nicht.
Annahme: L3 hat die kf.PE doch. Sei N, , die Konstante
ny 1$zZB ng v W X Y UMWY = Z
(i
iy
iy $i30:uw'wx'ylL
z=a™b™c™ TL,.

Da | WX [£ N, bestent vwix aus hichstens 2 verschiedenen Buchstaben & uv?wx’y T L




