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Prüfungsfragen

Frage 1: Was bedeutet „Optimierung“?

Beurteilen Sie die folgenden Aussagen. Begründen Sie jede Antwort präzise.

a) Ein optimierender Übersetzer findet das schnellste semantisch äquivalente Zielprogramm.

b) Eine Transformation darf nur dann als Optimierung gelten, wenn sie die Laufzeit auf mindestens
einer Eingabe reduziert und auf keiner Eingabe erhöht.

c) Die eigentliche Schwierigkeit liegt häufig weniger in der Transformation als in der Analyse ihrer
Legalität und Profitabilität.

Frage 2: Profitabilität

Eine legale Transformation reduziert in einer häufig ausgeführten Schleife die Zahl der arithmetischen
Befehle um etwa 25 %, vergrößert aber den Maschinencode um 40 % und erhöht den Registerbedarf
um zwei Werte. Entwickeln Sie eine begründete Profitabilitätsentscheidung. Welche statischen und
dynamischen Informationen benötigen Sie, welche Zielmaschinenparameter sind relevant, und wann
wäre Laufzeitversionierung sinnvoll? Trennen Sie ausdrücklich Legalität und Profitabilität.

Frage 3: Grundblöcke

Bestimmen Sie die maximalen Grundblöcke des folgenden Dreiadresscodes. Geben Sie die Blockan-
fänge, die Blöcke und die asymptotische Laufzeit eines geeigneten Algorithmus an.

1 1: x := 0

2 2: y := 1

3 3: if p goto L1

4 4: x := y + 1

5 5: goto L2

6 6: L1: x := y - 1

7 7: L2: y := x * 2

8 8: if y < 10 goto L1

9 9: return y

Frage 4: Kontrollfluss und natürliche Schleifen

Konstruieren Sie für die Blöcke aus Frage 2 den Kontrollflussgraphen. Markieren Sie:

a) alle Kanten,

b) die zyklische Teilstruktur und ihre Eintrittskanten,

c) ob die Kante 𝐵4 → 𝐵3 eine Rückwärtskante im Dominanzsinn ist,

d) ob eine natürliche Schleife mit eindeutigem Kopf vorliegt.
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Frage 5: Irreduzibler Kontrollfluss

Eine stark zusammenhängende Region eines KFG besitzt zwei unabhängige Eintrittskanten. Erläutern
Sie, wie Node Splitting daraus eine reduzierbare Struktur mit eindeutigem Schleifenkopf machen
kann. Welche Knoten oder Pfade müssen gegebenenfalls dupliziert werden, warum bleibt die Semantik
erhalten, und welche Nachteile kann die Transformation verursachen? Eine nichtminimale, aber
korrekte Konstruktion genügt.

Frage 6: Algebra und Semantik

Die Quellsprache verwende 32-Bit-Ganzzahlen mit fangendem Überlauf und strikt ausgewertete
IEEE-754-Gleitkommaoperationen. Entscheiden Sie jeweils, ob die Ersetzung für alle Programme
legal ist.

a) x + 0 durch x

b) (x + 1) - 1 durch x

c) 2 * x durch x + x

d) (a + b) + c durch a + (b + c) bei Gleitkommazahlen

e) 0 * f() durch 0

Nennen Sie jeweils die relevante semantische Gefahr.

Frage 7: Gemeinsame Teilausdrücke

Welche der markierten Berechnungen dürfen wiederverwendet werden? Geben Sie die jeweils nötigen
Alias- und Seiteneffektannahmen an.

1 t1 = a + b; // E1

2 *p = 7;

3 t2 = a + b; // E2

4 f();

5 t3 = a + b; // E3

6 q->field = 9;

7 t4 = q->other + 1; // E4

Frage 8: Speicherabhängigkeiten

Betrachten Sie:

1 t1 = *p;

2 *q = 7;

3 t2 = *p;

Unter welchen Bedingungen darf 𝑡2 durch 𝑡1 ersetzt werden? Unter welchen Bedingungen dürfte
der Store sogar hinter den zweiten Load verschoben werden? Diskutieren Sie May-Alias, volatile

beziehungsweise atomare Zugriffe, Nebenläufigkeit, Speicherfehler und unbekannte Aufrufe.
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Frage 9: Schleifeninvariante Rechnung

Die folgende Transformation sieht wie klassisches Loop-Invariant Code Motion aus:

Original

for i := 1 to n do

a[i] := b[k] + a[i] + 100000.0

end

Transformiert

c := b[k] + 100000.0

for i := 1 to n do

a[i] := a[i] + c

end

Nennen und erklären Sie vier voneinander verschiedene Gründe, aus denen die Transformation nicht
legal sein kann.

Frage 10: Dominanz und natürliche Schleifen

Gegeben sei der KFG mit Knoten 𝑆,𝐻,𝐵,𝐶,𝑋 und Kanten

𝑆 → 𝐻, 𝐻 → 𝐵, 𝐻 → 𝑋, 𝐵 → 𝐶, 𝐶 → 𝐻.

a) Welche Knoten dominieren 𝐶 und 𝑋?

b) Welche Kante ist eine Rückwärtskante?

c) Welche Knoten bilden die natürliche Schleife?

d) Warum gehört 𝑋 nicht zur Schleife, obwohl 𝐻 nach 𝑋 verzweigt?

Frage 11: Dominatoren per Fixpunkt

Für den KFG
𝑆 → 𝐴, 𝑆 → 𝐵, 𝐴 → 𝐶, 𝐵 → 𝐶, 𝐶 → 𝐷, 𝐷 → 𝐶, 𝐶 → 𝑋

führen Sie den iterativen Dominatorenalgorithmus bis zum Fixpunkt aus. Geben Sie 𝐷(𝑛) für alle
Knoten und den unmittelbaren Dominator jedes Knotens außer 𝑆 an.

Frage 12: Dominatorenalgorithmen

Vergleichen Sie den klassischen iterativen Dominatorenalgorithmus mit einem nahezu linearen
Verfahren wie Lengauer–Tarjan. Warum ist der iterative Algorithmus trotz schlechterer Worst-Case-
Schranke in vielen Übersetzern konkurrenzfähig? Gehen Sie auf Graphstruktur, Besuchsreihenfolge,
Implementierungsaufwand und inkrementelle Änderungen am KFG ein.

Frage 13: Postdominanz und Kontrollabhängigkeit

Ein Verzweigungsknoten 𝑃 hat die Nachfolger 𝐴 und 𝐵. Es gelten die Kanten

𝑃 → 𝐴, 𝑃 → 𝐵, 𝐴 → 𝐽, 𝐴 → 𝑋, 𝐵 → 𝐽, 𝐽 → 𝑋,

wobei 𝑋 der eindeutige Exit ist.

a) Postdominiert 𝐽 den Knoten 𝑃? Postdominiert 𝑋 den Knoten 𝑃?
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b) Ist 𝐽 kontrollabhängig von 𝑃? Falls ja: von welchem Zweig?

c) Weshalb wäre die Antwort bei einem reinen Diamanten ohne 𝐴 → 𝑋 anders?

Frage 14: Dominanzgrenzen

Gegeben sei der KFG mit Kanten

𝑆 → 𝐴, 𝐴 → 𝐵, 𝐴 → 𝐶, 𝐵 → 𝐷, 𝐶 → 𝐷, 𝐷 → 𝐸, 𝐷 → 𝑋, 𝐸 → 𝐵.

Bestimmen Sie den Dominatorbaum und die Dominanzgrenzen 𝐷𝐹(𝐵), 𝐷𝐹(𝐶), 𝐷𝐹(𝐷) und 𝐷𝐹(𝐸).
Erklären Sie anschaulich, weshalb ein Knoten in seiner eigenen Dominanzgrenze liegen kann.

Frage 15: Kontrollabhängigkeitsgraph

Gegeben sei
𝑃 → 𝐴, 𝑃 → 𝐵, 𝐴 → 𝐶, 𝐴 → 𝐽, 𝐵 → 𝐽, 𝐶 → 𝐽, 𝐽 → 𝑋,

mit eindeutigem Exit 𝑋. Bestimmen Sie den Postdominatorbaum und alle unmittelbaren Kontrollab-
hängigkeiten. Begründen Sie insbesondere, warum 𝐽 nicht von 𝑃 kontrollabhängig ist, obwohl beide
Zweige von 𝑃 nach 𝐽 führen. Nennen Sie eine Anwendung des Kontrollabhängigkeitsgraphen.

Frage 16: Klassische Datenflussanalysen

Füllen Sie für jede Analyse die vier Eigenschaften aus: Richtung, May/Must, Verknüpfungsoperator
an Kontrollflussvereinigungen und typische Randinitialisierung.

Analyse Richtung May/Must Meet/Join Randwert

Erreichende Definitionen
Verfügbare Ausdrücke
Lebendige Variablen
Vorhersehbare Ausdrücke

Frage 17: Erreichende Definitionen

Der KFG bestehe aus 𝐵1 → 𝐵2, 𝐵1 → 𝐵3, 𝐵2 → 𝐵3, 𝐵3 → 𝐵4.

1 B1: d1: x := 1

2 d2: y := 0

3 B2: d3: x := 2

4 B3: d4: y := x + 1

5 B4: return y

Geben Sie für jeden Block 𝐺𝐸𝑁, 𝐾𝐼𝐿𝐿, 𝐼𝑁 und 𝑂𝑈𝑇 an. Welche Definitionen von 𝑥 erreichen die
Benutzung in 𝑑4?
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Frage 18: Blocktransferfunktionen

Ein Block enthalte die Definitionen

1 d1: x := 1

2 d2: y := x + 1

3 d3: x := 2

Im Definitionsuniversum existieren außerdem 𝑑0 für 𝑥 und 𝑑4 für 𝑦. Leiten Sie die Blocktransfer-
funktion für erreichende Definitionen durch Komposition der Anweisungsfunktionen her. Bestimmen
Sie 𝐺𝐸𝑁 und 𝐾𝐼𝐿𝐿, und zeigen Sie, dass die resultierende Funktion monoton und über Mengenver-
einigung distributiv ist.

Frage 19: Verfügbarkeit und Vorhersehbarkeit

Ein Diamant habe die Form 𝐵1 → 𝐵2, 𝐵3 → 𝐵4. Es werde keine Variable verändert.

1 B2: t := a + b

2 B3: u := a + 1

3 B4: v := a + b

a) Ist 𝑎 + 𝑏 am Eingang von 𝐵4 verfügbar?

b) Ist 𝑎 + 𝑏 am Ausgang von 𝐵1 vorhersehbar?

c) Welche Codebewegung kann die partielle Redundanz beseitigen, und welches neue Risiko entsteht
dabei?

Frage 20: Lebendigkeit

Bestimmen Sie rückwärts die Lebendigkeitsmengen nach jeder Zeile. Welche Zuweisung ist tot?

1 1: a := 1

2 2: b := a + 2

3 3: a := 3

4 4: c := b + 4

5 5: return c

Wäre Zeile 3 weiterhin entfernbar, wenn dort a := f() stünde?

Frage 21: Initialisierung von Must-Analysen

Erklären Sie, weshalb eine vorwärts gerichtete Must-Analyse wie “verfügbare Ausdrücke” typischer-
weise alle Nicht-Randknoten zunächst mit dem Universum belegt, eine May-Analyse wie “erreichende
Definitionen” dagegen mit der leeren Menge. Was wäre die Sicherheitsfolge einer vertauschten
Initialisierung?
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Frage 22: MFP und MOP

Formulieren Sie die Bedingungen, unter denen die iterative Maximum-Fixpoint-Lösung eines Daten-
flussproblems mit der Meet-over-all-Paths-Lösung übereinstimmt. Warum genügt Monotonie allein
nicht? Verwenden Sie Konstantenweitergabe als Beispiel für einen monotonen, aber nicht vollständig
distributiven Rahmen.

Frage 23: Fixpunktiteration

Beurteilen Sie:

a) Auf einem endlichen Verband terminieren monotone Transferfunktionen bei geeigneter auf- oder
absteigender Iteration.

b) Die Reihenfolge der Blockbesuche kann das Ergebnis ändern.

c) Eine Tiefensuch- oder Reverse-Postorder-Reihenfolge ist lediglich eine Laufzeitoptimierung.

d) Nichtmonotone Transferfunktionen sind unproblematisch, solange der KFG endlich ist.

Frage 24: 𝜙-Platzierung

Verwenden Sie den KFG aus Frage 10. Die Variable 𝑣 werde in 𝐵, 𝐶 und 𝐸 definiert und in 𝑋
benutzt. Bestimmen Sie mit iterierten Dominanzgrenzen alle Blöcke, in denen 𝜙-Funktionen für 𝑣
eingefügt werden müssen. Begründen Sie jeden Einfügeort.

Frage 25: Pruned SSA

Ein Diamant definiert 𝑥 in beiden Armen und vereinigt sich in 𝐽:

𝑆 → 𝐿, 𝑆 → 𝑅, 𝐿 → 𝐽, 𝑅 → 𝐽, 𝐽 → 𝑋.

In Variante I beginnt 𝐽 mit x := 0 und benutzt den alten Wert niemals. In Variante II beginnt 𝐽 mit
print(x) und überschreibt 𝑥 erst danach. Vergleichen Sie die 𝜙-Platzierung in minimaler und pruned
SSA-Form für beide Varianten.

Frage 26: SSA-Umbenennung

Überführen Sie das folgende Programm in SSA-Form. Geben Sie insbesondere alle Operanden der
𝜙-Funktion an.

1 x := 0

2 while p do

3 x := x + 1

4 end

5 return x

Skizzieren Sie anschließend den Stack-basierten Umbenennungsalgorithmus entlang des Dominator-
baums.
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Frage 27: SSA-Varianten

Unterscheiden Sie die drei Varianten. Welche Variante vermeidet eine 𝜙-Funktion an einem Ver-
einigungspunkt, wenn die Variable dort und auf allen folgenden Pfaden tot ist? Warum kann die
minimale SSA-Form trotzdem solche 𝜙-Funktionen enthalten?

Frage 28: Optimierungen in SSA-Form

Optimieren Sie unter der Annahme mathematischer Ganzzahlarithmetik und seiteneffektfreier Zweige
so weit wie möglich:

1 a1 := 1

2 b1 := 2

3 c1 := a1 + b1

4 d1 := c1 - a1

5 e1 := d1

6 if p then

7 b2 := c1

8 else

9 b3 := 3

10 end

11 b4 := phi(b2, b3)

12 return b4

Benennen Sie die angewandten Optimierungen in sinnvoller Reihenfolge.

Frage 29: Sparse Conditional Constant Propagation

Führen Sie SCCP konzeptionell für den folgenden SSA-Ausschnitt aus:

1 x1 := 3

2 if x1 < 0 goto B1 else B2

3 B1: y1 := 10 / x1

4 goto J

5 B2: y2 := x1 + 4

6 goto J

7 J: y3 := phi(y1, y2)

8 return y3

Welche Kanten werden ausführbar, welche Gitterwerte entstehen, und welcher Restcode bleibt?
Erläutern Sie, weshalb die potenziell auslösende Division entfernt werden darf.

Frage 30: SSA-Auflösung

Der Block 𝑃 verzweigt nach 𝐽 und 𝐾; 𝐽 hat zusätzlich den Vorgänger 𝑄. In 𝐽 stehen:

𝑥3 = 𝜙(𝑥1, 𝑥2), 𝑦3 = 𝜙(𝑦1, 𝑦2).

a) Weshalb dürfen die Kopien für den Eingang 𝑃 → 𝐽 nicht einfach ans Ende von 𝑃 geschrieben
werden?

b) Wie wird die kritische Kante behandelt?

c) Wie realisiert man die parallele Kopie 𝑎 ← 𝑏, 𝑏 ← 𝑎 korrekt?
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Frage 31: Registerkoaleszierung

Nach der 𝜙-Elimination entstehen mehrere Kopien auf eingehenden Kanten eines Joins. Erläutern
Sie, wann Quell- und Zielname in dasselbe Register koalesziert werden dürfen. Welche Rolle spielen
Live-Ranges und Interferenz, warum können zyklische Parallelkopien temporäre Register erfordern,
und weshalb darf aggressives Koaleszieren die Färbbarkeit verschlechtern?

Frage 32: Präzision von Alias-Analysen

Erklären Sie jeweils in einem Satz und mit einer typischen Konsequenz:

a) flusssensitiv versus flussinsensitiv,

b) kontextsensitiv versus kontextinsensitiv,

c) feldsensitiv versus feldinsensitiv,

d) inklusionsbasiert versus unifikationsbasiert.

Frage 33: Andersen und Steensgaard

Analysieren Sie flussinsensitiv:

1 p = &a;

2 q = &b;

3 if (cond) r = p;

4 else r = q;

Welche Points-to-Mengen liefert eine inklusionsbasierte Andersen-Analyse idealerweise? Welche
zusätzliche Verschmelzung ist bei einer unifikationsbasierten Steensgaard-Analyse zu erwarten?
Vergleichen Sie Präzision und Laufzeit qualitativ.

Frage 34: Heapabstraktion

In einer Schleife wird pro Iteration ein neuer Listenknoten an derselben Quelltextstelle alloziert und
an den Listenanfang gehängt. Welche Points-to-Information liefert eine reine Allokationsstellenabs-
traktion? Warum entstehen dabei scheinbare Selbstzyklen und nur schwache Updates? Erläutern Sie,
wie eine Recency-Abstraktion die Präzision verbessern kann.

Frage 35: Points-to-Constraints

Betrachten Sie:

1 int a, b;

2 int *x, *y;

3 int **p;

4 x = &a;

5 p = &x;

6 y = &b;

7 *p = y;

a) Formulieren Sie Andersen-artige Inklusionsconstraints.
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b) Welche Points-to-Mengen resultieren bei flussinsensitiver Analyse?

c) Welches präzisere Ergebnis erhält eine flusssensitive Analyse mit starkem Update bei *p = y?

Frage 36: Starke und schwache Updates

1 if (cond) p = &x;

2 else p = &y;

3 *p = 0;

Warum ist die letzte Zuweisung im Allgemeinen nur ein schwacher Update? Nennen Sie eine
hinreichende Bedingung für einen starken Update und erklären Sie, weshalb eine Points-to-Menge
der Größe eins bei Heap-Abstraktionen trotzdem nicht immer genügt.

Frage 37: Escape-Analyse

Ein Objekt wird in einer Methode erzeugt, seine Felder werden beschrieben, anschließend wird es
an eine unbekannte Funktion 𝑔 übergeben und danach nur noch lokal gelesen. Welche Aussagen
muss eine Escape-Analyse beweisen, damit Stack-Allokation, skalare Ersetzung der Felder oder das
Entfernen einer Synchronisation legal sind? Wie ändert sich die Antwort, wenn für 𝑔 eine präzise
No-Escape- und Mod/Ref-Zusammenfassung vorliegt?

Frage 38: LICM und Ausnahmen

1 for i := 0 to n-1 do

2 t := a / b

3 A[i] := t + i

4 end

Unter welchen Bedingungen darf a / b in einen Preheader gezogen werden? Berücksichtigen Sie
mindestens Invarianz, Aliasierung, Ausnahmen und den Fall einer leeren Schleife. Geben Sie eine
legale transformierte Variante an, wenn nur 𝑛 > 0 zur Laufzeit geprüft werden kann.

Frage 39: Induktionsvariablen

1 i := 0

2 while i < n do

3 t := 4*i + 12

4 A[t] := 0

5 i := i + 1

6 end

a) Identifizieren Sie einfache und abgeleitete Induktionsvariablen als Tripel.

b) Führen Sie Strength Reduction durch.

c) Unter welchen Zusatzbedingungen kann 𝑖 vollständig eliminiert werden?
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Frage 40: Bereichstestelimination

Die Arrays OLD und NEW hätten beide den gültigen Indexbereich 0…𝑁.

1 if N >= 3 then

2 i := 3

3 while i <= N do

4 tmp := OLD[i]

5 NEW[i] := tmp

6 i := i + 1

7 end

8 end

Welche unteren und oberen Bereichstests können innerhalb der Schleife entfallen? Welche Annahmen
über Ganzzahlüberlauf und Arraylängen sind für die Begründung nötig?

Frage 41: Intervallanalyse

Analysieren Sie abstrakt:

1 i := 0

2 while i < N do

3 use(A[i])

4 i := i + 1

5 end

Dabei sei 𝑁 eine nichtnegative, während der Schleife unveränderte Ganzzahl. Warum kann eine
naive Intervalliteration langsam oder bei unbekanntem 𝑁 nicht endlich aufsteigen? Welches Ergebnis
liefert ein typisches Widening am Schleifenkopf, und wie können Guard-Information und Narrowing
wieder eine für Bereichstests brauchbare Schranke gewinnen?

Frage 42: Datenabhängigkeiten

1 for i := 2 to n do

2 S1: A[i] := B[i] + 1

3 S2: C[i] := A[i-1] + 2

4 S3: B[i] := A[i] + 3

5 end

Bestimmen Sie alle wesentlichen Fluss-, Anti- und Ausgabeabhängigkeiten zwischen den Anweisun-
gen. Kennzeichnen Sie schleifenunabhängige und schleifengetragene Abhängigkeiten und geben Sie
Distanzen an.

Frage 43: Distanzvektoren

1 for i := 2 to n do

2 for j := 1 to n-1 do

3 A[i,j] := A[i-1,j+1] + 1

4 end

5 end

Bestimmen Sie Abhängigkeitsdistanz und Richtungsvektor. Welche der beiden Schleifen ist parallel
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ausführbar? Ist eine Schleifenvertauschung legal?

Frage 44: GGT-Test

Für zwei Arrayzugriffe soll geprüft werden, ob sie dasselbe Element treffen können.

a) 𝐴[2𝑖 + 1] und 𝐴[4𝑗 + 3]

b) 𝐴[2𝑖] und 𝐴[4𝑗 + 1]

Wenden Sie den GGT-Test an. Was beweist er in jedem Fall – und was beweist er ausdrücklich
nicht? Welche zusätzliche Rolle spielen Schleifengrenzen und ganzzahlige Lösbarkeit?

Frage 45: Abhängigkeiten und Schleifengrenzen

Gegeben sei

1 for i := 0 to N-1 do

2 S1: A[2*i + 2] := f(i)

3 S2: g(A[2*i])

4 end

Leiten Sie die Gleichung für eine Flussabhängigkeit von 𝑆1(𝑖1) nach 𝑆2(𝑖2) her. Bestimmen Sie
Distanz und gültigen Iterationsbereich, erklären Sie die Aussage des GGT-Tests und beurteilen Sie
die Parallelisierbarkeit der Schleife.

Frage 46: Transformationswahl

Ordnen Sie jeweils die am besten passende Transformation zu und begründen Sie kurz:

a) SIMD-Breite 8, Trip Count zur Übersetzungszeit unbekannt.

b) Eine Sonderbehandlung betrifft nur die erste Iteration.

c) Ein Test if i < s steht in jeder Iteration.

d) Schleifen-Overhead soll reduziert und der Grundblock vergrößert werden.

Zur Auswahl: Ausrollen, Schleifenschälen, Schleifenbereichsteilen, Streifenschneiden.

Frage 47: Schleifenverschmelzung

Dürfen die folgenden Schleifen verschmolzen werden?

1 for i := 1 to n do

2 S1: A[i] := B[i] + 1

3 end

4 for i := 1 to n-1 do

5 S2: B[i+1] := A[i] * 2

6 end

Analysieren Sie die relevante Abhängigkeit und zeigen Sie an zwei aufeinanderfolgenden Iterationen,
weshalb die naive Fusion legal oder illegal ist. Nennen Sie außerdem einen möglichen Zweck von
Schleifenrumpfteilen (Fission).
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Frage 48: Schleifenneigen

Ein zweidimensionaler Iterationsraum habe die Abhängigkeitsdistanzen

𝑑1 = (1, 0), 𝑑2 = (0, 1).

Verwenden Sie für Zeilenvektoren die Transformation

(𝑖′, 𝑗′) = (𝑖, 𝑗)𝑈, 𝑈 = (1 1
0 1) .

a) Zeigen Sie, dass 𝑈 unimodular ist.

b) Berechnen Sie 𝑑1𝑈 und 𝑑2𝑈.

c) Darf anschließend die Reihenfolge der neuen Schleifen vertauscht werden, sodass die innere
Schleife parallel ausführbar wird?

d) Welche Änderung der Schleifengrenzen ist konzeptionell nötig?

Frage 49: Unimodularität und Legalität

Eine Schleife besitzt die Abhängigkeitsdistanz 𝑑 = (1,−1). Die Vertauschung der beiden Schleifen
entspricht für Zeilenvektoren

𝑈 = (0 1
1 0) .

Zeigen Sie, dass 𝑈 unimodular ist, berechnen Sie 𝑑𝑈, und erklären Sie, warum die Transformation
dennoch illegal sein kann. Formulieren Sie das allgemeine Legalitätskriterium für transformierte
Distanz- oder Richtungsvektoren.

Frage 50: Kachelschneiden

Für zeilenweise gespeicherte Matrizen werde eine Transposition berechnet:

1 for i := 1 to n do

2 for j := 1 to n do

3 A[i,j] := B[j,i]

4 end

5 end

Erklären Sie:

a) weshalb Kachelschneiden die Cache-Lokalität verbessern kann,

b) weshalb eine feste Kachelgröße 64 nicht universell optimal ist,

c) unter welcher Abhängigkeitsbedingung Tiling legal ist,

d) weshalb eine parallele Ausführung trotz fehlender Datenabhängigkeiten durch False Sharing oder
zu feine Granularität langsam sein kann.
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Frage 51: Randkacheln

Schreiben Sie eine korrekte gekachelte Version einer rechteckigen Doppelschleife mit Grenzen 0 ≤
𝑖 < 𝑛 und 0 ≤ 𝑗 < 𝑚 für eine Kachelgröße 𝑇, ohne anzunehmen, dass 𝑛 oder 𝑚 durch 𝑇 teilbar
sind. Erläutern Sie die Rolle der min-Grenzen, alternative Cleanup-Schleifen und Auswirkungen auf
Vektorisierung und Verzweigungsaufwand.

Frage 52: Reduzierbarkeit mit T1/T2

Gegeben sei der KFG

𝑆 → 𝐻, 𝐻 → 𝐴, 𝐻 → 𝐵, 𝐴 → 𝐶, 𝐵 → 𝐶, 𝐶 → 𝐻, 𝐶 → 𝑋.

a) Geben Sie eine Folge von T1- und T2-Transformationen an, die den Graphen auf einen Knoten
reduziert.

b) Welche Rolle spielt dabei die durch das Zusammenfassen entstehende Selbstkante?

c) Ergänzen Sie gedanklich die Kante 𝑆 → 𝐶. Weshalb scheitert dann der Reduzierbarkeitsnachweis,
und welche Schleifenstruktur entsteht?

Frage 53: MFP und Korrelationen

Betrachten Sie die Konstantenweitergabe für

1 if p then

2 x := 1

3 y := 0

4 else

5 x := 0

6 y := 1

7 end

8 z := x + y

Verwenden Sie einen Konstantenverband mit ⊥, konkreten Konstanten und ⊤ für “nicht als Konstante
bekannt”.

a) Welches Ergebnis liefert die übliche komponentenweise Fixpunktanalyse am Vereinigungspunkt
für 𝑥, 𝑦 und 𝑧?

b) Welches Ergebnis liefert Meet-over-all-Paths für 𝑧?

c) Warum ist die Fixpunktlösung trotzdem korrekt, und welche abstrakte Information ist verloren
gegangen?

Frage 54: Kopienfortschreibung

1 1: x := y

2 2: *p := 0

3 3: z := x + 1

4 4: y := 7

5 5: w := x + y

a) Unter welcher Points-to-Bedingung darf die Benutzung von 𝑥 in Zeile 3 durch 𝑦 ersetzt werden?
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b) Darf dieselbe Kopie in Zeile 5 noch fortgeschrieben werden?

c) Warum muss eine Kopienanalyse nicht nur Definitionen des Kopienziels, sondern auch Definitionen
der Kopierquelle berücksichtigen?

Frage 55: UD- und DU-Ketten

Der KFG verzweigt nach 𝐵2 und 𝐵3 und vereinigt sich in 𝐵4.

1 B1: d1: x := 0

2 if p goto B2 else B3

3 B2: d2: x := 1

4 goto B4

5 B3: u1: y := x + 1

6 goto B4

7 B4: u2: z := x + 2

8 return z

Bestimmen Sie 𝑈𝐷(𝑢1), 𝑈𝐷(𝑢2), 𝐷𝑈(𝑑1) und 𝐷𝑈(𝑑2). Geben Sie für jede Kante einen definitions-
freien Pfad als Begründung an oder erklären Sie, weshalb keiner existiert.

Frage 56: Lokale Wertnummerierung

Führen Sie eine lokale Wertnummerierung für den Grundblock durch. Geben Sie an, welche rechten
Seiten dieselbe Wertnummer erhalten dürfen.

1 1: t1 := b - c

2 2: a := a + 1

3 3: t2 := b - c

4 4: b := q

5 5: t3 := b - c

6 6: t4 := c + b

7 7: t5 := b + c

Welche zusätzliche Sprachannahme ist nötig, damit Zeile 6 und 7 zusammengefasst werden dürfen?
Wie würde eine schwache Definition über einen Zeiger die Wertnummerntabelle beeinflussen?

Frage 57: Global Value Numbering

In beiden Armen eines Diamanten wird derselbe Ausdruck berechnet:

1 B1: if p goto B2 else B3

2 B2: t2 := a + b; goto B4

3 B3: t3 := a + b; goto B4

4 B4: x4 := phi(t2, t3)

5 y4 := a + b

Unter welchen Bedingungen kann Global Value Numbering 𝑥4 und 𝑦4 dieselbe Wertnummer geben
und die letzte Berechnung entfernen? Wie ändert sich die Argumentation bei *p + *q statt 𝑎 + 𝑏?
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Frage 58: SSA mit vorläufigen 𝜙-Funktionen

Ein tiefensuchender SSA-Konstruktor erreicht den Vereinigungsknoten 𝐽 zunächst nur über den
bereits besuchten Vorgänger 𝑃; der zweite Vorgänger 𝑄 ist noch unbesucht. In 𝑃 gilt 𝑥1 ∶= 𝑎 + 1, in
𝑄 gilt 𝑥2 ∶= 𝑏 + 1, und in 𝐽 steht 𝑦 ∶= 𝑥 + 2.

a) Welche vorläufige Definition muss beim ersten Besuch von 𝐽 erzeugt werden?

b) Wie wird sie korrigiert, sobald 𝑄 besucht wurde?

c) Wann kann die 𝜙-Funktion vollständig entfallen?

d) Weshalb ist dieses Vorgehen besonders an Schleifenköpfen nötig?

Frage 59: Dead-Code-Elimination in SSA

1 a1 := arg0

2 b1 := a1 + 1

3 c1 := b1 * 2

4 d1 := c1 - 2

5 e1 := b1 + 3

6 return e1

Markieren Sie ausgehend von beobachtbaren Operationen alle lebenden Definitionen und entfernen
Sie den Rest transitiv. Beschreiben Sie den Worklist-Algorithmus. Wie ändert sich die Antwort,
wenn die Definition von 𝑑1 stattdessen ein möglicherweise seiteneffektbehafteter Aufruf d1 := f(c1)

ist?

Frage 60: Mod/Ref-Zusammenfassungen

1 u = a + b;

2 f(p);

3 v = a + b;

Entscheiden Sie für jede Zusammenfassung, ob 𝑣 durch 𝑢 ersetzt werden darf:

a) 𝑀𝑜𝑑(𝑓) = ∅, 𝑅𝑒𝑓(𝑓) = {𝑎},

b) 𝑀𝑜𝑑(𝑓) = {𝑐},

c) 𝑀𝑜𝑑(𝑓) = {∗𝑝}.

Formulieren Sie die jeweils nötigen Aliasannahmen. Weshalb muss eine interprozedurale Zusammen-
fassung auch die transitiv aufgerufenen Prozeduren berücksichtigen?

Frage 61: Interprozeduraler Fixpunkt

Zwei rekursive Prozeduren besitzen die Mod-Gleichungen

𝑀𝑜𝑑(𝑓) = {𝑎} ∪𝑀𝑜𝑑(𝑔), 𝑀𝑜𝑑(𝑔) = {𝑏} ∪𝑀𝑜𝑑(𝑓).

Berechnen Sie die kleinste sichere Lösung mit einer Worklist. Warum sollte die Analyse die
Aufrufgraph-SCC gemeinsam behandeln? Wie müsste die Initialisierung für eine Must-Eigenschaft
statt einer May-Eigenschaft aussehen?
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Frage 62: Fourier–Motzkin-Elimination

Zwei Zugriffe können nur dann abhängig sein, wenn es ganze Zahlen 𝑖, 𝑗 mit

0 ≤ 𝑖 ≤ 2, 2 ≤ 𝑗 ≤ 3, 2𝑖 = 4𝑗 + 2

gibt.

a) Was sagt der GGT-Test?

b) Formen Sie Gleichung und Schranken in Ungleichungen um und eliminieren Sie eine Variable
nach dem Prinzip von Fourier–Motzkin.

c) Existiert eine reelle oder ganzzahlige Lösung?

d) Warum genügt im allgemeinen Fall eine reelle Lösung noch nicht zum Nachweis einer Arrayab-
hängigkeit?

Frage 63: Skalare Ersetzung

1 for i := 1 to n-1 do

2 B[i] := A[i] + A[i+1]

3 end

Transformieren Sie die Schleife so, dass ein bereits geladener Wert von 𝐴[𝑖 + 1] in der nächsten
Iteration in einem Register weiterverwendet wird. Wie viele Array-Ladevorgänge fallen vor und nach
der Transformation an? Nennen Sie Bedingungen bezüglich Aliasierung, Seiteneffekten, Ausnahmen
und kleiner Werte von 𝑛.

Frage 64: Memory SSA

Betrachten Sie:

1 x := *p

2 for i := 0 to n-1 do

3 *q := i

4 y := *p

5 use(y)

6 end

Erklären Sie anhand von Memory SSA, wann der Load in der Schleife durch 𝑥 ersetzt oder aus der
Schleife gezogen werden darf. Welche Memory-Definition erreicht den Load, wie hilft ein Aliasbeweis,
und weshalb verhindert ein bloßes May-Alias die Optimierung?

Frage 65: Skalar-Vervielfachung

1 for i := 1 to n do

2 T := A[i] + B[i]

3 C[i] := T

4 end

5 use(T)

Welche schleifengetragenen Scheinabhängigkeiten entstehen durch 𝑇? Geben Sie eine Transformation
mit einer frischen Instanz pro Iteration an. Wie muss der nach der Schleife sichtbare Wert von 𝑇
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rekonstruiert werden, und was ist für 𝑛 = 0 zu beachten?

Frage 66: Schleifen-Neuausrichtung

1 for i := 2 to n do

2 S1: A[i] := B[i] + 2

3 S2: C[i] := A[i-1] * 2

4 end

Bestimmen Sie die schleifengetragene Flussabhängigkeit. Verschieben Sie die Ausführung von 𝑆2
so, dass Produzent und Konsument in derselben neuen Iteration liegen. Geben Sie die vollständige
Schleife einschließlich Randbedingungen an. Unter welchen zusätzlichen Voraussetzungen ist die neue
Schleife parallel ausführbar?

Frage 67: Ausrollen und Rekurrenzen

1 for i := 1 to n do

2 A[i] := A[i-1] + B[i]

3 end

Rollen Sie die Schleife um den Faktor 4 aus und behandeln Sie den Rest korrekt. Welche Reihenfolge
müssen die vier Zuweisungen im ausgerollten Rumpf besitzen? Weshalb entsteht dadurch trotz
größerem Grundblock keine vierfache SIMD-Parallelität?

Frage 68: Software-Pipelining

Eine Schleifeniteration besteht aus Load, Multiplikation, Addition und Store; die Multiplikation hat
hohe Latenz, zwischen verschiedenen Iterationen besteht aber keine Datenabhängigkeit. Erläutern
Sie, wie Modulo Scheduling Operationen mehrerer Iterationen überlappt. Was begrenzt das Initiation
Interval, wozu dienen Prolog und Epilog, und warum ist Ausrollen allein nicht gleichbedeutend mit
Software-Pipelining?

Frage 69: Produktschleifenbildung

1 for i := 1 to n do

2 for j := 1 to m do

3 A[i,j] := A[i,j] + c

4 end

5 end

Fassen Sie beide Schleifen zu einer Schleife über 𝑡 = 1,… , 𝑛𝑚 zusammen und geben Sie die
Rückabbildung von 𝑡 auf 𝑖 und 𝑗 an. Diskutieren Sie Legalität, Ganzzahlüberlauf, Speicheranordnung
sowie je einen möglichen Vorteil und Nachteil der Transformation.

Frage 70: Schleifenrumpfteilen

1 for i := 2 to n do

2 S1: A[i] := B[i] + 1

3 S2: B[i] := A[i-1] * 2

4 S3: C[i] := D[i] + 3
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5 end

a) Bestimmen Sie die relevanten Abhängigkeiten zwischen 𝑆1 und 𝑆2.

b) Darf der Rumpf in drei Schleifen in der Reihenfolge 𝑆1, 𝑆2, 𝑆3 zerlegt werden?

c) Welche der entstehenden Schleifen sind iterationsparallel?

d) Weshalb kann die Transformation trotz gewonnenem Parallelismus langsamer sein?
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Musterlösungen

Lösung 1: Was bedeutet “Optimierung?

Antworten

a) Falsch. “Optimierung” bedeutet im Übersetzerbau typischerweise Verbesserung nach einer
Kostenheuristik, nicht das Finden eines globalen Optimums. Das Suchproblem ist zu groß,
die Zielkosten sind architektur- und eingabeabhängig, und die tatsächlichen Laufzeitprofile
sind häufig unbekannt.

b) Zu stark und daher im Allgemeinen falsch. Viele nützliche Transformationen verschlech-
tern einzelne Eingaben oder andere Kostenmaße. Ein Compiler optimiert typischerweise
den erwarteten Nutzen: etwa mittlere Laufzeit, Codegröße, Energie oder Speicherverkehr.

c) Richtig. Das Umschreiben selbst ist oft einfach. Schwierig sind Beweise beziehungsweise
konservative Analysen zu Semantikerhalt, Aliasierung, Ausnahmen, Überlauf, Kontrollfluss
und Profitabilität.

Lösung 2: Profitabilität

Legalität ist eine binäre Vorbedingung: Die Transformation muss für alle zugelassenen Ausführungen
semantikerhaltend sein. Erst danach folgt die Profitabilitätsfrage, für die es ohne Laufzeitwissen kein
universelles Ja oder Nein gibt.

Relevante Informationen sind insbesondere Schleifenhäufigkeit und Trip Count, Anteil der tatsächlich
ausgeführten Pfade, Instruktionslatenzen und Durchsatz, verfügbare Ausführungseinheiten, Regis-
terzahl, zu erwartende Spills, Codeausrichtung sowie Belastung von Instruktions- und Datencache.
Ein statisches Kostenmodell kann diese Größen nur schätzen; Profilinformationen oder Profile-Guided
Optimization liefern bessere Häufigkeiten, bleiben aber eingabeabhängig.

Laufzeitversionierung ist sinnvoll, wenn eine billige Bedingung einen profitablen Fall trennt, etwa
große Trip Counts, günstige Ausrichtung oder fehlende Aliase. Dann wählt ein Guard zwischen
optimierter und konservativer Variante. Die Guard-Kosten und die zusätzliche Codegröße müssen in
die Rechnung eingehen.

Lösung 3: Grundblöcke

Blockanfänge sind: Zeile 1, jedes Sprungziel (6 und 7) sowie jede Zeile direkt nach einem Sprung (4,
6 und 9). Doppelte Markierungen werden vereinigt.

Block Befehle

𝐵1 1–3
𝐵2 4–5
𝐵3 6
𝐵4 7–8
𝐵5 9

Ein linearer Durchlauf markiert zunächst Führer und liest anschließend die Blöcke ab. Bei direkter
Zuordnung von Marken zu Positionen ist der Aufwand 𝑂(𝑛) für 𝑛 Befehle.
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Hinweis

Ein Sprungziel beginnt auch dann einen neuen Block, wenn der vorherige Befehl ohne Sprung
scheinbar “hineinfallen” könnte. Umgekehrt gehört der Befehl nach einem bedingten Sprung zu
einem neuen Block, weil er nur über die Fall-through-Kante erreicht wird.

Lösung 4: Kontrollfluss und natürliche Schleifen

Die Kanten lauten:

𝐵1 → 𝐵2, 𝐵1 → 𝐵3, 𝐵2 → 𝐵4, 𝐵3 → 𝐵4, 𝐵4 → 𝐵3, 𝐵4 → 𝐵5.

𝐵1
1–3

𝐵2
4–5

𝐵3
6

𝐵4
7–8

𝐵5
9

false true

Zykluskante

false

Die Knoten 𝐵3 und 𝐵4 bilden zwar einen gerichteten Zyklus, aber 𝐵4 → 𝐵3 ist keine Rückwärtskante
im Dominanzsinn: 𝐵3 dominiert 𝐵4 nicht, denn der Pfad 𝐵1 → 𝐵2 → 𝐵4 umgeht 𝐵3. Umgekehrt
dominiert 𝐵4 den Knoten 𝐵3 nicht, weil 𝐵1 → 𝐵3 den Knoten 𝐵4 umgeht.

Die stark zusammenhängende Komponente {𝐵3, 𝐵4} besitzt somit zwei Eintritte: 𝐵1 → 𝐵3 und
𝐵2 → 𝐵4. Es liegt keine natürliche Schleife mit eindeutig dominierendem Kopf vor, sondern eine
irreduzible Mehrfacheintrittsstruktur. Die rote Kante im Bild ist daher nur eine Zykluskante, keine
Rückwärtskante nach der Dominanzdefinition.

Lösung 5: Irreduzibler Kontrollfluss

Beim Node Splitting wird mindestens einer der Eintrittspfade von der gemeinsam betretenen Region
getrennt. Dazu klont man den Eintrittsknoten und, falls nötig, weitere nachfolgende Knoten, bis die
geklonte Ausführung nicht wieder vor dem gewünschten Kopf mit der Originalregion zusammenläuft.
Die betreffende externe Kante wird auf den Klon umgeleitet. Jeder resultierende Zyklus besitzt dann
nur noch einen externen Eintritt, dessen Ziel den Zyklus dominieren kann.

Semantikerhalt folgt daraus, dass der Klon dieselben Befehle und dieselbe interne Kontrollentschei-
dung ausführt; lediglich unterschiedliche Vorgänger benutzen unterschiedliche Kopien. Ausgehende
Kanten und beobachtbare Operationen müssen exakt erhalten bleiben. Bei SSA sind Definitionen
umzubenennen und an späteren Vereinigungen gegebenenfalls neue 𝜙-Funktionen einzufügen.

Nachteile sind Codewachstum, schlechtere I-Cache-Lokalität, zusätzliche 𝜙- und Kopieroperationen
sowie kompliziertere Debug- und Profilzuordnung. Deshalb wird häufig nur so viel gesplittet, wie für
die gewünschte Schleifenanalyse nötig ist.
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Lösung 6: Algebra und Semantik

Antworten

a) Legal, sofern das Lesen von 𝑥 selbst keine besondere Beobachtung verändert. Es wird keine
zusätzliche arithmetische Ausnahme erzeugt.

b) Nicht allgemein legal. 𝑥 + 1 kann fangen, obwohl die vereinfachte Form nur 𝑥 liest.

c) Legal unter den angegebenen Sprachannahmen, sofern 𝑥 eine stabile, seiteneffektfreie
Ganzzahlbenutzung ist. 2𝑥 liegt genau für dieselben Werte außerhalb des 32-Bit-Bereichs
wie 𝑥 + 𝑥; beide Formen fangen dann. Bei volatilen oder mehrfach beobachtbaren Reads
wäre ein zusätzlicher Beweis nötig.

d) Nicht legal. IEEE-754-Addition ist wegen Rundung, NaNs, Vorzeichen von Null und
Ausnahmen nicht assoziativ.

e) Nicht legal. Der Aufruf kann Seiteneffekte haben, nicht terminieren oder eine Ausnahme
auslösen. Die Multiplikation macht den Aufruf nicht unbeobachtbar.

Lösung 7: Gemeinsame Teilausdrücke

𝐸2 kann 𝐸1 nur wiederverwenden, wenn der Store über 𝑝 weder 𝑎 noch 𝑏 verändert. Das verlangt
einen Aliasbeweis, beispielsweise 𝑝↛𝑎 und 𝑝↛𝑏.

𝐸3 kann zusätzlich nur dann wiederverwenden, wenn der Aufruf 𝑓 weder 𝑎 noch 𝑏 verändert und
keine beobachtbare Semantik der ausgelassenen Berechnung relevant ist. Dafür braucht man eine
Seiteneffekt- beziehungsweise Mod/Ref-Zusammenfassung von 𝑓.

Für 𝐸4 gibt es im Fragment gar keinen identischen früheren Ausdruck. Selbst wenn zuvor q->other + 1

berechnet worden wäre, müsste bewiesen sein, dass der Store nach q->field das Feld other nicht
über überlappende Felder, Unions, Byte-Zugriffe oder Aliase verändert. Feldsensitivität ist hier
entscheidend.

Lösung 8: Speicherabhängigkeiten

Die Ersetzung 𝑡2 ↦ 𝑡1 ist zulässig, wenn der Store den von 𝑝 gelesenen Speicher sicher nicht
verändern kann. Hinreichend ist ein No-Alias-Beweis für die von 𝑝 und 𝑞 bezeichneten Speicherorte
sowie die Abwesenheit anderer dazwischenliegender Speicheränderungen. Bei einem May-Alias muss
konservativ angenommen werden, dass 𝑝 = 𝑞 möglich ist; dann kann der zweite Load den Wert 7
liefern.

Das Verschieben des Stores hinter den zweiten Load verlangt dieselbe Unabhängigkeit und zusätzlich,
dass die Reihenfolge selbst nicht beobachtbar ist. Volatile, atomare oder speicherabbildende Zugriffe
dürfen nicht wie gewöhnliche Loads und Stores umgeordnet oder eliminiert werden. In korrekt
synchronisierten nebenläufigen Programmen sind außerdem die Regeln des Speichermodells zu
beachten.

Potenzielle Speicherfehler oder Traps können die Legalität ebenfalls beeinflussen: Eine Bewegung
darf nicht ändern, ob und wann ein fehlerhafter Zugriff beobachtet wird. Unbekannte Aufrufe
zwischen den Operationen wären als mögliche Modifikationen zu behandeln, sofern Mod/Ref- oder
Reinheitsinformationen nichts Präziseres beweisen.
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Lösung 9: Schleifeninvariante Rechnung

Antworten

Vier klassische Gegenargumente sind:
1. Leere Schleife: Für 𝑛 < 1 wird 𝑏[𝑘] im Original nicht ausgewertet. Die transformierte

Version liest es trotzdem; ein ungültiger Index oder eine Ausnahme wird neu sichtbar.

2. Aliasierung: 𝑎[𝑖] kann dieselbe Speicherstelle wie 𝑏[𝑘] bezeichnen. Dann ändert eine frühe
Iteration den Wert, den spätere Iterationen im Original lesen würden.

3. Gleitkommareihenfolge: (𝑏[𝑘] + 𝑎[𝑖]) + 100000 und 𝑎[𝑖] + (𝑏[𝑘] + 100000) können unter-
schiedlich runden und unterschiedliche Ausnahmen oder NaN-Verhalten zeigen.

4. Überlauf beziehungsweise Ausnahmezeitpunkt: Die Vorberechnung von 𝑏[𝑘] + 100000
kann bereits vor der Schleife überlaufen oder eine Ausnahme erzeugen, während die ur-
sprüngliche linke Gruppierung dies eventuell nicht oder erst in einer bestimmten Iteration
tut.

Weitere mögliche Probleme sind beobachtbare Fehlerausgaben, Signalisierungs-NaNs, nichtdetermi-
nistische Speicherzugriffe oder konkurrierende Änderungen von 𝑏[𝑘].

Lösung 10: Dominanz und natürliche Schleifen

𝑆

𝐻

𝐵

𝐶

𝑋
Rückkante

𝐷(𝐶) = {𝑆,𝐻,𝐵,𝐶} und 𝐷(𝑋) = {𝑆,𝐻,𝑋}. Die Kante 𝐶 → 𝐻 ist eine Rückwärtskante, weil 𝐻
den Knoten 𝐶 dominiert. Die natürliche Schleife ist {𝐻,𝐵,𝐶}. 𝑋 gehört nicht dazu, weil es nur ein
Ausgangszweig des Kopfes ist; von 𝑋 führt kein rückwärts verfolgbarer Pfad zum Schwanz 𝐶, der
innerhalb der Schleife bleiben müsste.

Lösung 11: Dominatoren per Fixpunkt

Die Fixpunktgleichung ist

𝐷(𝑆) = {𝑆}, 𝐷(𝑛) = {𝑛} ∪ ⋂
𝑝∈𝑃𝑟𝑒𝑑(𝑛)

𝐷(𝑝).

Das Ergebnis:
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Knoten Dominatormenge 𝑖𝑑𝑜𝑚

𝑆 {𝑆} –
𝐴 {𝑆,𝐴} 𝑆
𝐵 {𝑆,𝐵} 𝑆
𝐶 {𝑆,𝐶} 𝑆
𝐷 {𝑆,𝐶,𝐷} 𝐶
𝑋 {𝑆,𝐶,𝑋} 𝐶

Die Rückkante 𝐷 → 𝐶 ändert nicht, dass 𝐶 nur von 𝑆 streng dominiert wird: Es existieren Pfade
𝑆 → 𝐴 → 𝐶 und 𝑆 → 𝐵 → 𝐶, die weder 𝐴 noch 𝐵 gemeinsam enthalten.

𝑆

𝐴 𝐵 𝐶

𝐷 𝑋

Lösung 12: Dominatorenalgorithmen

Der iterative Algorithmus berechnet Dominatormengen oder unmittelbare Dominatoren durch wieder-
holte lokale Aktualisierung bis zum Fixpunkt. Seine naive Worst-Case-Laufzeit ist deutlich schlechter
als die nahezu lineare Laufzeit von Lengauer–Tarjan, das Tiefensuchnummern, Semidominatoren
und spezielle Datenstrukturen verwendet.

In der Praxis sind KFGs häufig klein, überwiegend reduzierbar und flach. Eine Reverse-Postorder-
Reihenfolge verbreitet Dominanzinformation schnell, sodass nur wenige Iterationen nötig sind. Die
iterative Variante ist einfach zu implementieren, leicht zu validieren und lässt sich nach lokalen
KFG-Änderungen oft gezielt erneut ausführen.

Lengauer–Tarjan lohnt sich besonders bei sehr großen Graphen oder wenn Dominatoren häufig
vollständig neu berechnet werden. Sein höherer Implementierungs- und Wartungsaufwand kann bei
typischen Funktionsgrößen den asymptotischen Vorteil überwiegen. Für inkrementelle Änderungen
existieren wiederum spezielle Algorithmen; weder Standardverfahren ist automatisch optimal.

Lösung 13: Postdominanz und Kontrollabhängigkeit

𝐽 postdominiert 𝑃 nicht, weil der Pfad 𝑃 → 𝐴 → 𝑋 den Knoten 𝐽 umgeht. 𝑋 postdominiert 𝑃, weil
jeder vollständige Pfad am eindeutigen Exit 𝑋 endet.

𝐽 ist kontrollabhängig von 𝑃 bezüglich des 𝐵-Zweigs: Jeder Pfad von 𝐵 zum Exit läuft über 𝐽, aber
es gibt vom alternativen Nachfolger 𝐴 einen Pfad zum Exit ohne 𝐽. Im reinen Diamanten 𝐴 → 𝐽
und 𝐵 → 𝐽 würde 𝐽 auf beiden Zweigen zwingend ausgeführt; dann wäre 𝐽 nicht kontrollabhängig
von der Entscheidung in 𝑃.
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Lösung 14: Dominanzgrenzen

Der Dominatorbaum ist:

𝑆

𝐴

𝐵 𝐶 𝐷

𝐸 𝑋

Damit:
𝐷𝐹(𝐵) = {𝐷}, 𝐷𝐹(𝐶) = {𝐷}, 𝐷𝐹(𝐷) = {𝐵}, 𝐷𝐹(𝐸) = {𝐵}.

𝐵 und 𝐶 dominieren jeweils einen Vorgänger von 𝐷, aber nicht 𝐷 selbst. 𝐸 dominiert den Vorgänger
𝐸 der Kante 𝐸 → 𝐵, aber nicht 𝐵. 𝐷 erbt über seinen dominatorbaumseitigen Nachfahren 𝐸 die
Grenze 𝐵.

Ein Knoten kann in seiner eigenen Dominanzgrenze liegen, wenn eine Schleifenrückkante zu ihm
führt: Er dominiert den Rückkantenschwanz, aber er dominiert sich nach der strengen Dominanz-
definition nicht streng. In dieser Aufgabe liegt 𝐵 ∈ 𝐷𝐹(𝐵) nicht vor, aber das Phänomen tritt bei
Schleifenköpfen häufig auf.

Lösung 15: Kontrollabhängigkeitsgraph

Die unmittelbaren Postdominatorelationen sind

𝑖𝑝𝑑𝑜𝑚(𝐽) = 𝑋, 𝑖𝑝𝑑𝑜𝑚(𝐴) = 𝐽, 𝑖𝑝𝑑𝑜𝑚(𝐵) = 𝐽, 𝑖𝑝𝑑𝑜𝑚(𝐶) = 𝐽, 𝑖𝑝𝑑𝑜𝑚(𝑃) = 𝐽.

Damit hat der Postdominatorbaum die Kante 𝑋 ← 𝐽 und unter 𝐽 die Kinder 𝑃 ,𝐴,𝐵,𝐶.

𝐴 und 𝐵 sind von 𝑃 kontrollabhängig, weil die Wahl in 𝑃 entscheidet, welcher der beiden Knoten
ausgeführt wird. 𝐶 ist von 𝐴 kontrollabhängig, weil nur einer der beiden Nachfolger von 𝐴 über 𝐶
läuft. 𝐽 ist weder von 𝑃 noch von 𝐴 kontrollabhängig: Von jedem jeweiligen Nachfolger führt jeder
vollständige Pfad zum Exit durch 𝐽; 𝐽 postdominiert also die Verzweigung.

Der Kontrollabhängigkeitsgraph wird etwa im Program-Dependence-Graph, bei Program Slicing,
If-Conversion, Predikation und bei der Platzierung spekulativer Operationen verwendet.

Lösung 16: Klassische Datenflussanalysen
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Analyse Richtung Art Vereinigung Randwert

Erreichende Definitionen vorwärts May Vereinigung 𝐼𝑁(𝐸𝑛𝑡𝑟𝑦) = ∅
Verfügbare Ausdrücke vorwärts Must Schnitt 𝐼𝑁(𝐸𝑛𝑡𝑟𝑦) = ∅;

sonst zunächst
Universum

Lebendige Variablen rückwärts May Vereinigung 𝑂𝑈𝑇(𝐸𝑥𝑖𝑡) =
∅

Vorhersehbare Ausdrücke rückwärts Must Schnitt 𝑂𝑈𝑇(𝐸𝑥𝑖𝑡) =
∅; sonst zu-
nächst Univer-
sum

“May” bedeutet: Ein Pfad genügt. “Must” bedeutet: Alle relevanten Pfade müssen die Eigenschaft
tragen. Der Randwert wird durch die Semantik des Programmein- beziehungsweise -ausgangs
festgelegt; die übrige Initialisierung dient der monotonen Annäherung an den gewünschten Fixpunkt.

Lösung 17: Erreichende Definitionen

Die Definitionen derselben Variablen töten einander.

Block 𝐺𝐸𝑁 𝐾𝐼𝐿𝐿 𝐼𝑁 𝑂𝑈𝑇

𝐵1 {𝑑1, 𝑑2} {𝑑3, 𝑑4} ∅ {𝑑1, 𝑑2}
𝐵2 {𝑑3} {𝑑1} {𝑑1, 𝑑2} {𝑑2, 𝑑3}
𝐵3 {𝑑4} {𝑑2} {𝑑1, 𝑑2, 𝑑3} {𝑑1, 𝑑3, 𝑑4}
𝐵4 ∅ ∅ {𝑑1, 𝑑3, 𝑑4} {𝑑1, 𝑑3, 𝑑4}

Die Benutzung von 𝑥 in 𝑑4 kann von 𝑑1 oder 𝑑3 erreicht werden. Der Pfad 𝐵1 → 𝐵3 bringt 𝑑1, der
Pfad 𝐵1 → 𝐵2 → 𝐵3 bringt 𝑑3.

Lösung 18: Blocktransferfunktionen

Innerhalb des Blocks wird 𝑑1 vor dem Ausgang durch 𝑑3 überschrieben. Am Blockende können daher
nur 𝑑2 für 𝑦 und 𝑑3 für 𝑥 als lokale Definitionen erzeugt sein:

𝐺𝐸𝑁 = {𝑑2, 𝑑3}.

Da der Block sowohl 𝑥 als auch 𝑦 definiert, tötet er alle anderen Definitionen dieser Variablen; im
angegebenen Universum kann man

𝐾𝐼𝐿𝐿 = {𝑑0, 𝑑1, 𝑑4}

setzen. Die Blockfunktion lautet somit

𝑓(𝑆) = 𝐺𝐸𝑁 ∪ (𝑆 ∖ 𝐾𝐼𝐿𝐿).

Die statementweise Komposition liefert dieselbe Funktion, weil jede spätere Definition derselben
Variablen die frühere lokale Definition ersetzt.

Für 𝑆 ⊆ 𝑇 gilt 𝑆 ∖ 𝐾𝐼𝐿𝐿 ⊆ 𝑇 ∖ 𝐾𝐼𝐿𝐿, also 𝑓(𝑆) ⊆ 𝑓(𝑇 ): 𝑓 ist monoton. Außerdem

𝑓(𝑆 ∪ 𝑇 ) = 𝐺𝐸𝑁 ∪ ((𝑆 ∪ 𝑇 ) ∖ 𝐾𝐼𝐿𝐿) = 𝑓(𝑆) ∪ 𝑓(𝑇 ),

also ist die Funktion über Vereinigung distributiv.
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Lösung 19: Verfügbarkeit und Vorhersehbarkeit

𝑎+ 𝑏 ist am Eingang von 𝐵4 nicht verfügbar, weil der Pfad über 𝐵3 den Ausdruck nicht berechnet.
Es ist am Ausgang von 𝐵1 aber vorhersehbar: Auf jedem Pfad zum Exit wird 𝑎 + 𝑏 berechnet,
bevor 𝑎 oder 𝑏 verändert werden.

Die partielle Redundanz kann durch Einfügen einer Berechnung auf dem 𝐵3-Pfad oder durch
Hochziehen vor die Verzweigung beseitigt werden. Das Hochziehen kann spekulative Ausführung
einführen: Der Ausdruck wird nun eventuell früher oder sogar auf einem Lauf ausgeführt, auf dem die
ursprüngliche Berechnung durch einen vorherigen Abbruch nicht erreicht worden wäre. Ausnahmen,
Speicherfehler und Kosten müssen daher berücksichtigt werden.

Lösung 20: Lebendigkeit

Rückwärts gerechnet:

nach Zeile lebendig

5 ∅
4 {𝑐}
3 {𝑏}
2 {𝑏}
1 {𝑎}

vor 1 ∅

Zeile 3 ist tot: Der neue Wert von 𝑎 wird vor keiner Benutzung gelesen. Bei a := f() darf die gesamte
Zeile nur entfernt werden, wenn 𝑓 nachweislich rein ist, terminiert und keine beobachtbare Ausnahme
auslöst. Tote Zielvariable bedeutet nicht automatisch toter Ausdruck.

Lösung 21: Initialisierung von Must-Analysen

Eine Must-Eigenschaft wird durch Schnitt zusammengeführt. Startet man Nicht-Randknoten mit
dem Universum, kann die Iteration nur Informationen entfernen, bis genau die auf allen Pfaden
garantierten Fakten übrig bleiben. Eine May-Analyse mit Vereinigung startet leer und fügt Fakten
hinzu, sobald ein Pfad sie belegt.

Vertauscht man nur die Nicht-Randinitialisierung, degenerieren die Analysen typischerweise konserva-
tiv: Eine Must-Analyse, die leer startet und nur schneidet, bleibt zu klein und verpasst Optimierungen;
eine May-Analyse, die mit dem Universum startet und nur vereinigt, bleibt zu groß und meldet
praktisch alles als möglich. Unsicher wird es erst, wenn eine solche Unter- oder Überapproximation
entgegen ihrer Bedeutung als Beweis verwendet wird – etwa wenn eine unvollständige May-Menge
zum Ausschluss eines möglichen Alias dient oder eine unbegründet große Must-Menge als Garantie
interpretiert wird.

Lösung 22: MFP und MOP

Für einen klassischen endlichen Datenflussrahmen stimmen MFP und MOP überein, wenn die
Transferfunktionen über dem verwendeten Meet- beziehungsweise Join-Operator distributiv sind
und die Randbehandlung dieselbe Pfadsemantik beschreibt. Endliche Höhe oder geeignete Konver-
genzmaßnahmen sichern zusätzlich die Terminierung der Fixpunktiteration.

Monotonie garantiert nur, dass eine geordnete Iteration zu einem sicheren Fixpunkt fortschreitet. Sie
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garantiert nicht, dass das Zusammenführen abstrakter Zustände vor einer Transferfunktion dasselbe
Ergebnis liefert wie die getrennte Anwendung auf alle Pfade und das anschließende Zusammenführen.

Bei Konstantenweitergabe gehen am Join Korrelationen zwischen Variablen verloren. Zwei Pfade
können etwa (𝑥, 𝑦) = (1, 0) und (0, 1) liefern. Komponentenweise ist danach weder 𝑥 noch 𝑦 konstant;
die Transferfunktion für 𝑥 + 𝑦 kann deshalb 1 nicht mehr erkennen. Die Analyse bleibt sicher, ist
aber gegenüber MOP unpräziser.

Lösung 23: Fixpunktiteration

Antworten

a) Richtig: endliche Höhe plus monotone, in passender Richtung fortschreitende Iteration liefert
Terminierung.

b) Falsch, sofern derselbe wohldefinierte monotone Datenflussrahmen bis zur Stabilität iteriert
wird. Die Reihenfolge beeinflusst die Zahl der Aktualisierungen, nicht den Fixpunkt.

c) Richtig. Eine dem Informationsfluss angepasste Reihenfolge verbreitet Änderungen schneller.

d) Falsch. Eine endliche Zustandsmenge verhindert zwar unendliches striktes Wachsen, aber
eine nichtmonotone Funktion kann oszillieren, bereits gewonnenes Wissen widersprüchlich
zurücknehmen oder keinen eindeutigen gewünschten Fixpunkt liefern.

Lösung 24: 𝜙-Platzierung

Aus Frage 10 gilt:

𝐷𝐹(𝐵) = {𝐷}, 𝐷𝐹(𝐶) = {𝐷}, 𝐷𝐹(𝐸) = {𝐵}, 𝐷𝐹(𝐷) = {𝐵}.

Startmenge der Definitionen ist {𝐵,𝐶,𝐸}. Daher wird zunächst in 𝐷 eine 𝜙-Funktion eingefügt, weil
die Definitionen aus 𝐵 und 𝐶 dort zusammenlaufen. Außerdem wird in 𝐵 eine 𝜙-Funktion eingefügt,
weil 𝐸 → 𝐵 eine Schleifenrückführung liefert und 𝐵 in 𝐷𝐹(𝐸) liegt. Die neu eingefügte Definition
in 𝐷 hat wiederum 𝐵 in ihrer Dominanzgrenze; das bestätigt denselben Einfügeort.
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𝑆

𝐴

𝐵
𝑣𝐵 ∶= 𝜙(…)

𝑣 ∶= ⋯

𝐶
𝑣 ∶= ⋯

𝐷
𝑣𝐷 ∶= 𝜙(𝑣𝐵, 𝑣𝐶)

𝐸
𝑣 ∶= ⋯

𝑋
use 𝑣𝐷

Rückkante

Bei pruned SSA ist zusätzlich Lebendigkeit zu prüfen. Da 𝑣 in 𝑋 benutzt wird und die Schleifenwerte
in 𝐷 einfließen, sind beide 𝜙-Funktionen hier relevant.

Lösung 25: Pruned SSA

Die iterierte Dominanzgrenze der Definitionen in 𝐿 und 𝑅 enthält 𝐽. Minimal SSA fügt deshalb in
beiden Varianten strukturell eine Definition

𝑥𝐽 = 𝜙(𝑥𝐿, 𝑥𝑅)

ein, unabhängig davon, ob sie später benutzt wird.

In Variante I ist der eingehende Wert von 𝑥 am Eingang von 𝐽 tot, weil die erste Anweisung ihn auf
allen Pfaden überschreibt. Pruned SSA unterdrückt die 𝜙-Funktion. Die neue Definition in 𝐽 erhält
lediglich einen frischen SSA-Namen.

In Variante II ist 𝑥 am Eingang von 𝐽 lebendig, da print(x) den von 𝐿 oder 𝑅 kommenden Wert
liest. Hier benötigen minimale und pruned SSA dieselbe 𝜙-Funktion; der Druckbefehl benutzt 𝑥𝐽.

Lösung 26: SSA-Umbenennung

Eine mögliche SSA-Form ist:

1 x1 := 0

2 H:

3 x2 := phi(x1, x3)

4 if not p goto X

5 x3 := x2 + 1

6 goto H

7 X:

8 return x2

Der erste 𝜙-Operand gehört zur Eintrittskante, der zweite zur Rückkante.
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Der Umbenennungsalgorithmus durchläuft den Dominatorbaum tiefenorientiert. Für jede ursprüngli-
che Variable wird ein Stack aktueller SSA-Namen gehalten. Bei einer Definition wird ein frischer
Name erzeugt und auf den Stack gelegt; Benutzungen lesen den Stackkopf. Vor dem Abstieg zu
einem KFG-Nachfolger wird dessen 𝜙-Operand für die gerade betrachtete Vorgängerkante mit dem
aktuellen Stackkopf gefüllt. Beim Verlassen eines Dominatorbaumknotens werden alle dort erzeugten
Namen wieder entfernt.

Lösung 27: SSA-Varianten

• Minimal SSA: 𝜙-Platzierung über iterierte Dominanzgrenzen der Definitionsorte, ohne Leben-
digkeitsfilter.

• Semi-pruned SSA: Variablen, die niemals über Blockgrenzen lebendig sind, werden von der
globalen 𝜙-Platzierung ausgeschlossen.

• Pruned SSA: Eine 𝜙-Funktion wird nur eingefügt, wenn die Variable am Blockeingang lebendig
ist.

Pruned SSA vermeidet die tote 𝜙-Funktion. Minimalität bezieht sich auf die strukturell erforderlichen
Vereinigungspunkte für mögliche Werte, nicht auf den späteren Nutzen eines Werts. Darum kann
minimale SSA Definitionen für eine Variable erzeugen, die anschließend nie gelesen wird.

Lösung 28: Optimierungen in SSA-Form

Konstantenweitergabe liefert 𝑐1 = 3 und 𝑑1 = 2. Kopienfortschreibung ersetzt 𝑒1 durch 2; da 𝑒1
unbenutzt ist, fällt die Definition weg. In beiden Zweigen wird der Wert 3 zugewiesen: 𝑏2 = 3 und
𝑏3 = 3. Daher vereinfacht sich 𝑏4 = 𝜙(3, 3) zu 3. Der Rückgabewert ist konstant.

1 return 3

Eine sinnvolle Reihenfolge ist: Konstantenweitergabe und -faltung, algebraische Vereinfachung,
Kopienfortschreibung, 𝜙-Vereinfachung, tote-Code-Elimination und schließlich Entfernen der nun
wirkungslosen Verzweigung.

Lösung 29: Sparse Conditional Constant Propagation

SCCP verfolgt gleichzeitig abstrakte Werte und ausführbare KFG-Kanten. Aus 𝑥1 = 3 folgt, dass
die Bedingung 𝑥1 < 0 konstant falsch ist. Daher wird nur die Kante nach 𝐵2 ausführbar; 𝐵1 und
seine Kante nach 𝐽 bleiben unerreichbar.

In 𝐵2 gilt 𝑦2 = 7. Die 𝜙-Funktion berücksichtigt nur Operanden ausführbarer Vorgängerkanten
und ergibt deshalb 𝑦3 = 7, nicht “unbekannt”. Nach Ersetzen der Konstanten und Entfernen
unerreichbaren Codes bleibt:

1 return 7

Die Division darf entfernt werden, weil sie auf keiner ausführbaren Kante erreicht wird. Ihre mögliche
Ausnahme gehört somit zu keiner konkreten Programmausführung des analysierten Programms;
SCCP spekuliert die Division nicht, sondern beweist den Block als unerreichbar.
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Lösung 30: SSA-Auflösung

Die Kante 𝑃 → 𝐽 ist kritisch, weil 𝑃 mehrere Nachfolger und 𝐽 mehrere Vorgänger hat. Kopien am
Ende von 𝑃 würden auch auf dem Pfad 𝑃 → 𝐾 ausgeführt; Kopien am Anfang von 𝐽 könnten nicht
unterscheiden, ob der Wert von 𝑃 oder 𝑄 kommt.

Man spaltet die Kante durch einen neuen Block 𝑃𝐽:

𝑃 → 𝑃𝐽 → 𝐽,

und schreibt dort die parallelen Kopien 𝑥3 ← 𝑥1 und 𝑦3 ← 𝑦1. Analog kommen auf die 𝑄-Kante die
anderen Operanden.

Eine zyklische parallele Kopie benötigt ein temporäres Register:

𝑡 ← 𝑎, 𝑎 ← 𝑏, 𝑏 ← 𝑡.

Eine naive sequentielle Reihenfolge ohne temporären Wert zerstört einen der alten Operanden.

𝑎 ∶= 1 𝑧 ∶= 𝑦 + 1
𝑥 ∶= 𝑎

Lösung 31: Registerkoaleszierung

Eine Kopie 𝑢 ← 𝑣 kann entfallen, wenn 𝑢 und 𝑣 dasselbe physische Register erhalten. Das ist nur
zulässig, wenn ihre Live-Ranges nicht interferieren, also an keinem Programmpunkt gleichzeitig
verschiedene Werte halten müssen. Bei 𝜙-Kopien ist die Betrachtung kantenspezifisch; zuvor gespaltene
kritische Kanten machen den Ausführungsort eindeutig.

Eine parallele Kopie kann einen Zyklus wie 𝑎 ← 𝑏, 𝑏 ← 𝑎 enthalten. Solange die Namen nicht
vollständig koalesziert werden können, ist ein temporärer Wert oder eine zyklusbrechende Register-
umbenennung nötig.

Koaleszieren vereinigt Knoten im Interferenzgraphen und führt deren Nachbarschaften zusammen.
Dadurch kann der neue Knoten einen hohen Grad erhalten und eine zuvor leicht färbbare Instanz
schwerer oder nur mit Spills färbbar machen. Konservative Heuristiken koaleszieren daher nur, wenn
sie die voraussichtliche Färbbarkeit bewahren.

Lösung 32: Präzision von Alias-Analysen

a) Flusssensitiv unterscheidet Programmpunkte und kann Zuweisungen überschreiben; flussinsen-
sitiv vereinigt Informationen aus dem ganzen Verfahren.

b) Kontextsensitiv trennt Aufrufkontexte, sodass derselbe Formalparameter in verschiedenen
Aufrufen unterschiedliche Ziele behalten kann; kontextinsensitiv vermischt sie.

c) Feldsensitiv trennt etwa s.x und s.y; feldinsensitiv fasst ein ganzes Objekt zusammen und
erzeugt mehr falsche Aliase.

d) Inklusionsbasiert erlaubt unterschiedliche, nur durch Teilmengenbeziehungen verbundene
Points-to-Mengen; unifikationsbasiert verschmilzt Knoten und ist schneller, aber gröber.
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Lösung 33: Andersen und Steensgaard

Eine ideale Andersen-Lösung lautet:

𝑝𝑡(𝑝) = {𝑎}, 𝑝𝑡(𝑞) = {𝑏}, 𝑝𝑡(𝑟) = {𝑎, 𝑏}.

Die Zuweisungen nach 𝑟 erzeugen Inklusionen 𝑝𝑡(𝑝) ⊆ 𝑝𝑡(𝑟) und 𝑝𝑡(𝑞) ⊆ 𝑝𝑡(𝑟), ohne 𝑝 und 𝑞
gleichzusetzen.

Bei Steensgaard werden die durch Zuweisungen verbundenen Zeigerstrukturen vereinigt. Weil 𝑟
sowohl mit 𝑝 als auch mit 𝑞 verbunden wird, können 𝑝, 𝑞, 𝑟 in einer gemeinsamen Äquivalenzklasse
landen; rekursiv werden auch die Ziele 𝑎 und 𝑏 zusammengefasst. Dadurch verliert die Analyse die
Aussage, dass 𝑝 nur auf 𝑎 und 𝑞 nur auf 𝑏 zeigt.

Andersen ist präziser, aber die Constraint-Lösung ist deutlich teurer. Steensgaard nutzt Union-
Find-artige Verschmelzung und erreicht nahezu lineares Verhalten, bezahlt dies mit geringerer
Trennschärfe.

Lösung 34: Heapabstraktion

Eine reine Allokationsstellenabstraktion repräsentiert alle konkreten Knoten, die an derselben Stelle
entstehen, durch ein einziges abstraktes Heapobjekt 𝐻. Der Kopfzeiger zeigt auf 𝐻, und auch das Feld
next von 𝐻 kann auf 𝐻 zeigen. Dieser abstrakte Selbstzyklus fasst in Wirklichkeit viele verschiedene
konkrete Listenknoten und deren Verkettung zusammen.

Ein Store in ein Feld von 𝐻 betrifft potenziell nur einen der vielen repräsentierten konkreten Knoten.
Deshalb darf der alte abstrakte Feldinhalt nicht getötet werden; es ist nur ein schwacher Update
mit Mengenvereinigung zulässig. Eine Points-to-Menge der Größe eins genügt hier nicht, weil das
einzelne abstrakte Ziel kein Singleton-Objekt ist.

Recency-Abstraktion trennt typischerweise den zuletzt allozierten, sicher einzelnen Knoten 𝐻𝑟𝑒𝑐𝑒𝑛𝑡
von einer Zusammenfassung älterer Knoten 𝐻𝑠𝑢𝑚𝑚𝑎𝑟𝑦. Felder des frischen Knotens können stark
aktualisiert werden; sobald ein neuer Knoten entsteht, wird der bisherige frische Knoten in die
Zusammenfassung überführt.

Lösung 35: Points-to-Constraints

Wir schreiben 𝑜 ∈ 𝑝𝑡(𝑣) für “𝑣 kann auf 𝑜 zeigen”.

𝑥 = &𝑎 ⇒ 𝑎 ∈ 𝑝𝑡(𝑥),
𝑝 = &𝑥 ⇒ 𝑥 ∈ 𝑝𝑡(𝑝),
𝑦 = &𝑏 ⇒ 𝑏 ∈ 𝑝𝑡(𝑦),
∗ 𝑝 = 𝑦 ⇒ ∀𝑜 ∈ 𝑝𝑡(𝑝) ∶ 𝑝𝑡(𝑦) ⊆ 𝑝𝑡(𝑜).

Flussinsensitiv resultiert:

𝑝𝑡(𝑝) = {𝑥}, 𝑝𝑡(𝑦) = {𝑏}, 𝑝𝑡(𝑥) = {𝑎, 𝑏}.

Die alte Zuweisung 𝑥 = &𝑎 und der spätere Store werden vereinigt.

Flusssensitiv ist am Store bekannt, dass 𝑝 genau auf die einzelne, nicht zusammengefasste Variable
𝑥 zeigt. Daher ist ein starker Update möglich: Der alte Inhalt von 𝑝𝑡(𝑥) wird getötet und durch
𝑝𝑡(𝑦) = {𝑏} ersetzt. Nach der letzten Zeile gilt also präzise 𝑝𝑡(𝑥) = {𝑏}.
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vor dem Store

𝑝 𝑥 𝑎

𝑦 𝑏

nach starkem Update

𝑝 𝑥 𝑏

𝑦

𝑎

entfernt

Lösung 36: Starke und schwache Updates

Nach der Verzweigung gilt nur 𝑝𝑡(𝑝) = {𝑥, 𝑦}. Der Store kann also 𝑥 oder 𝑦 treffen. Eine May-Analyse
darf keine der beiden alten Definitionen vollständig töten; sie ergänzt für beide mögliche neue Werte.
Das ist ein schwacher Update.

Ein starker Update ist hinreichend sicher, wenn 𝑝 an diesem Programmpunkt must-alias zu genau
einem konkreten, nicht zusammengefassten Speicherobjekt ist. Eine abstrakte Heap-Zelle kann trotz
einer Points-to-Menge der Größe eins viele konkrete Laufzeitobjekte repräsentieren. Ein Store trifft
dann nur eines davon, sodass das Töten des alten Werts für die gesamte Summary-Zelle unsicher
wäre.

Lösung 37: Escape-Analyse

Für Stack-Allokation muss bewiesen sein, dass keine Referenz auf das Objekt die Lebensdauer des
aktuellen Aktivierungsrahmens überdauert: Sie darf weder global gespeichert, zurückgegeben, in ein
entkommendes Objekt geschrieben noch an einen asynchron weiterlaufenden Kontext übergeben
werden.

Skalare Ersetzung verlangt zusätzlich, dass alle relevanten Aliaszugriffe bekannt sind und die Objekt-
identität nicht beobachtet wird, etwa durch Identitätsvergleich, Reflection oder einen unbekannten
nativen Aufruf. Feldwerte dürfen dann in SSA-Werte oder Register zerlegt werden. Das Entfernen
einer Synchronisation erfordert, dass das Objekt nicht von einem anderen Thread erreichbar ist und
die Synchronisationsoperation keine darüber hinaus beobachtbare Semantik besitzt.

Bei einem völlig unbekannten 𝑔 muss konservativ Escape und mögliche Modifikation angenommen
werden. Eine präzise Zusammenfassung NoEscape, passende Mod/Ref-Mengen und Ausschluss
identitätsbeobachtender Effekte können diese Barriere beseitigen und die genannten Optimierungen
erlauben.

Lösung 38: LICM und Ausnahmen

Erforderlich sind mindestens:

• 𝑎 und 𝑏 werden in der Schleife nicht verändert, auch nicht indirekt über Aliase oder Aufrufe.

• Die Division hat auf allen ursprünglich ausgeführten Iterationen denselben Wert.

• Das Vorziehen erzeugt keine neue Ausnahme. Insbesondere muss 𝑏 ≠ 0 gelten.

• Die Schleife wird mindestens einmal ausgeführt oder die Division ist auch bei leerer Schleife

32/46



Übersetzerbau 2 – SS 23 Musterlösungen

sicher und beobachtungsneutral.

• Der Ausdruck ist ausreichend häufig benutzt, damit das Vorziehen profitabel ist.

Bei nur dynamisch bekanntem 𝑛 > 0 ist eine Guard-Version legal:

1 if n > 0 then

2 t := a / b

3 for i := 0 to n-1 do

4 A[i] := t + i

5 end

6 end

Zusätzlich muss die ursprüngliche Schleifensemantik für 𝑛 ≤ 0 tatsächlich “keine Iteration” bedeuten.

Lösung 39: Induktionsvariablen

𝑖 ist eine einfache Induktionsvariable mit Tripel (𝑖, 1, 0), da sie pro Iteration um 1 wächst. 𝑡 ist
abgeleitet mit (𝑖, 4, 12).

Strength Reduction:

1 i := 0

2 t := 12

3 while i < n do

4 A[t] := 0

5 t := t + 4

6 i := i + 1

7 end

𝑖 kann eliminiert werden, wenn es nur zur Steuerung und zur Berechnung derselben Induktions-
familie dient, nach der Schleife nicht benötigt wird und der Vergleich äquivalent ohne zusätzliche
Überlaufgefahr formulierbar ist, etwa

1 t := 12

2 limit := 4*n + 12

3 while t < limit do

4 A[t] := 0

5 t := t + 4

6 end

Die Multiplikation in limit darf keinen neuen Überlauf oder Ausnahmezeitpunkt erzeugen. Alternativ
bleibt 𝑖 als reine Kontrollvariable erhalten.

Lösung 40: Bereichstestelimination

Aus 𝑁 ≥ 3, 𝑖 = 3 und der monotonen Erhöhung um 1 folgt innerhalb jeder betretenen Iteration
𝑖 ≥ 0. Der untere Test ist für beide Arrays redundant. Die Schleifenbedingung 𝑖 ≤ 𝑁 beweist den
oberen Test, sofern beide Arrays wirklich denselben oberen Index 𝑁 besitzen.

Nötig ist ferner, dass 𝑖 + 1 nicht überläuft und dadurch wieder in einen kleinen oder negativen Wert
springt. Bei fangendem Überlauf muss gezeigt werden, dass der Inkrementationsschritt nach der
letzten Iteration die Semantik nicht verändert; häufig wird die Schleife so implementiert, dass der
Vergleich oder ein breiterer Typ dies sicher macht. Unterscheiden sich die Arraylängen, kann der
gemeinsame Beweis nicht für beide Zugriffe verwendet werden.
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Lösung 41: Intervallanalyse

Ohne Widening wächst das Intervall am Kopf schrittweise: [0, 0], [0, 1], [0, 2] und so weiter. Ist eine
konkrete kleine Obergrenze bekannt, terminiert dies zwar, kann aber viele Iterationen benötigen; bei
einem abstrakt unbeschränkten 𝑁 besitzt der Intervallverband unendliche aufsteigende Ketten.

Ein übliches Widening erkennt die wachsende obere Grenze und setzt sie auf +∞, sodass am Kopf
zunächst etwa 𝑖 ∈ [0,+∞] entsteht. Diese Approximation terminiert schnell, ist aber für Bereichstests
zu grob.

Auf der Schleifenkante in den Rumpf gilt zusätzlich 𝑖 < 𝑁. Mit einer Schranke 𝑁 ≤ 𝐿, wobei 𝐿 die
Arraylänge ist, kann die Analyse den Rumpf auf 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁−1 < 𝐿 einschränken. Narrowing oder ein
separates Guard-Refinement kann nach dem Widening diese endliche obere Grenze wieder einführen.
Für einen vollständigen Beweis sind außerdem Überlauf und die Stabilität von 𝑁 zu berücksichtigen.

Lösung 42: Datenabhängigkeiten

• 𝑆1(𝑖) → 𝑆2(𝑖+1) ist eine Flussabhängigkeit über 𝐴[𝑖] mit Distanz 1: 𝑆2(𝑖+1) liest 𝐴[(𝑖+1)−1].

• 𝑆1(𝑖) → 𝑆3(𝑖) ist eine schleifenunabhängige Flussabhängigkeit über 𝐴[𝑖] mit Distanz 0.

• 𝑆1(𝑖) → 𝑆3(𝑖) ist außerdem eine schleifenunabhängige Antiabhängigkeit über 𝐵[𝑖]: 𝑆1 liest
den alten Wert, bevor 𝑆3 ihn überschreibt.

Es gibt keine wesentliche Ausgabeabhängigkeit, weil keine zwei Anweisungen dasselbe Arrayelement
schreiben. Die schleifengetragene Flussabhängigkeit verhindert eine freie Parallelisierung der gesamten
𝑖-Schleife ohne weitere Transformation.

Lösung 43: Distanzvektoren

Der in Iteration (𝑖, 𝑗) gelesene Wert 𝐴[𝑖−1, 𝑗+1] wurde in Iteration (𝑖− 1, 𝑗+1) geschrieben. Daher
ist die Distanz vom Produzenten zum Konsumenten

(𝑖, 𝑗) − (𝑖 − 1, 𝑗 + 1) = (1,−1),

mit Richtungsvektor (<,>).

Die äußere 𝑖-Schleife trägt die Abhängigkeit und ist nicht parallel ausführbar. Für festes 𝑖 greifen
alle 𝑗-Iterationen nur auf die vorherige Zeile zu und schreiben verschiedene Elemente der aktuellen
Zeile; die innere 𝑗-Schleife ist daher parallel ausführbar.

Nach Vertauschung wird der Distanzvektor (−1, 1) und damit lexikografisch negativ. Die Ausfüh-
rungsreihenfolge von Quelle und Ziel würde umgedreht; die Vertauschung ist illegal.
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𝑗

𝑖

Δ = (1,−1)

Quelle (𝑖, 𝑗) = (2, 4)
Ziel (𝑖, 𝑗) = (3, 3)

Lösung 44: GGT-Test

Für Gleichheit der ersten Zugriffe gilt

2𝑖 + 1 = 4𝑗 + 3 ⟺ 2𝑖 − 4𝑗 = 2.

gcd(2, 4) = 2 teilt die rechte Seite 2. Der GGT-Test kann eine Abhängigkeit daher nicht aus-
schließen. Er beweist aber noch keine zulässige Iterationspaarung. Tatsächlich existieren ohne enge
Grenzen Lösungen, etwa 𝑖 = 3, 𝑗 = 1.

Für den zweiten Fall:
2𝑖 = 4𝑗 + 1 ⟺ 2𝑖 − 4𝑗 = 1.

2 teilt 1 nicht. Damit existiert keine ganzzahlige Lösung; eine Gleichheit der Indizes ist ausgeschlossen.

Selbst wenn der GGT-Test “möglich” sagt, müssen Schleifengrenzen, Schrittweiten, Ausführungs-
reihenfolge und gegebenenfalls weitere Indexdimensionen geprüft werden. Reelle Lösbarkeit genügt
nicht; Arrayabhängigkeiten verlangen ganzzahlige Iterationspunkte.

Lösung 45: Abhängigkeiten und Schleifengrenzen

Für eine Flussabhängigkeit müssen die Indizes gleich sein:

2𝑖1 + 2 = 2𝑖2 ⟺ 𝑖2 = 𝑖1 + 1.

Damit schreibt 𝑆1(𝑖) den Wert, den 𝑆2(𝑖+ 1) in der folgenden Iteration liest. Die Distanz ist 1. Eine
konkrete Instanz existiert für

0 ≤ 𝑖1 ≤ 𝑁 − 2,

also nur bei 𝑁 ≥ 2.

Der GGT-Test prüft, ob gcd(2, 2) = 2 die konstante Differenz −2 teilt. Das ist der Fall; der Test
kann die Abhängigkeit daher nicht ausschließen. Erst die Lösung der Gleichung zusammen mit den
Grenzen zeigt die tatsächlichen Instanzen.

Die Schleife ist in ihrer ursprünglichen Form nicht frei iterationsparallel, weil 𝑆2(𝑖 + 1) nach 𝑆1(𝑖)
ausgeführt werden muss. Eine Parallelisierung erfordert eine Transformation, die diese Abhängigkeit
erhält, etwa Neuausrichtung, Wellenfrontausführung oder explizite Synchronisation.
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Lösung 46: Transformationswahl

a) Streifenschneiden: erzeugt Blöcke der Breite 8 und eine Restbehandlung; der innere Streifen
kann als SIMD-Operation dienen.

b) Schleifenschälen: zieht die erste Iteration heraus und vereinfacht die Restschleife.

c) Schleifenbereichsteilen: teilt bei 𝑠 in Bereiche, in denen der Test konstant wahr beziehungsweise
falsch ist.

d) Ausrollen: repliziert den Rumpf, reduziert Kontroll-Overhead und schafft einen größeren lokalen
Optimierungsbereich.

Lösung 47: Schleifenverschmelzung

Im Original werden zunächst alle 𝑆1-Iterationen ausgeführt. Insbesondere liest 𝑆1(𝑖 + 1) den alten
Wert 𝐵[𝑖 + 1], bevor später 𝑆2(𝑖) genau 𝐵[𝑖 + 1] überschreibt. Es besteht also eine Antiabhängigkeit

𝑆1(𝑖 + 1) ⟶ 𝑆2(𝑖).

Bei naiver Fusion:

1 for i := 1 to n do

2 A[i] := B[i] + 1

3 if i <= n-1 then B[i+1] := A[i] * 2

4 end

führt 𝑆2(𝑖) bereits vor 𝑆1(𝑖 + 1) aus. Der neue Wert von 𝐵[𝑖 + 1] wird statt des alten gelesen. Die
Fusion ist illegal.

Fission kann einen großen Rumpf in mehrere Schleifen zerlegen, etwa um unabhängige Teile getrennt
zu parallelisieren, die Registerlast zu senken, Vektorisierung zu ermöglichen oder Cache-Verhalten zu
verbessern. Sie ist nur legal, wenn keine notwendige Reihenfolge zwischen den getrennten Anweisungen
verletzt wird.

Lösung 48: Schleifenneigen

det𝑈 = 1 ⋅ 1 − 0 ⋅ 1 = 1,

also ist 𝑈 unimodular und besitzt eine ganzzahlige Inverse.

Für Zeilenvektoren:
(1, 0)𝑈 = (1, 1), (0, 1)𝑈 = (0, 1).

Nach anschließendem Vertauschen der beiden neuen Schleifendimensionen werden die Distanzen

(1, 1) und (1, 0).

Beide Abhängigkeiten werden nun von der äußeren Schleife getragen; die innere Schleife kann parallel
ausgeführt werden.
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𝑗

𝑖
ursprünglich

𝑗′ = 𝑖 + 𝑗

𝑖′ = 𝑖
geneigt

Die Schleifengrenzen müssen den geneigten ganzzahligen Iterationsraum exakt beschreiben. Ty-
pisch entstehen max- und min-Ausdrücke oder Fallunterscheidungen; algebraisch kann dies durch
Eliminationsverfahren für lineare Ungleichungen hergeleitet werden.

Lösung 49: Unimodularität und Legalität

Es gilt det𝑈 = −1, also ist 𝑈 ganzzahlig invertierbar und damit unimodular. Die transformierte
Distanz lautet

(1,−1)𝑈 = (−1, 1).

Sie ist lexikografisch negativ. In der neuen Schleifenreihenfolge würde daher das Ziel einer Abhängig-
keit vor ihrer Quelle ausgeführt; die Vertauschung ist illegal.

Unimodularität garantiert nur eine bijektive ganzzahlige Abbildung des Iterationsgitters. Sie sagt
nichts darüber aus, ob die Ausführungsreihenfolge erhalten bleibt. Für jede echte, Anti- oder
Ausgabeabhängigkeit muss der transformierte Distanzvektor lexikografisch positiv bleiben; bei
Richtungsvektoren darf die erste bestimmte Komponente nicht von < zu > wechseln. Zusätzlich
müssen die transformierten Grenzen den ursprünglichen Iterationsraum exakt beschreiben.

Lösung 50: Kachelschneiden

Tiling bearbeitet kleine Teilmatrizen vollständig, bevor zur nächsten Kachel gewechselt wird. Dadurch
bleiben Cache-Zeilen von 𝐴 und insbesondere die bei der transponierten Leserichtung schwierigen
Zeilen von 𝐵 länger nutzbar; räumliche und zeitliche Lokalität steigen.

Die optimale Kachelgröße hängt von Elementgröße, Cachekapazität, Assoziativität, Zeilengröße,
TLB, konkurrierenden Daten, Vektorbreite und Parallelbelegung ab. Eine Kachel 64 × 64 kann den
Cache überfüllen oder für eine andere Hierarchie zu klein sein.

Tiling ist legal, wenn die neue lexikografische Ausführungsreihenfolge jede Datenabhängigkeit in
Quell-vor-Ziel-Reihenfolge erhält. Beim reinen elementweisen Transponieren existieren zwischen
verschiedenen Iterationen keine echten Datenabhängigkeiten; daher ist die Transformation legal.

Original

for i := 0 to n-1 do

for j := 0 to m-1 do

body(i,j)

end

end

Nach Tiling

for ii := 0 to n-1 step T do

for jj := 0 to m-1 step T do

for i := ii to min(ii+T,n)-1 do

for j := jj to min(jj+T,m)-1 do

body(i,j)

end

end

end

end
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1 2

3 4

Kacheln in Zeilenreihenfolge

Bei Parallelisierung können zwei Threads verschiedene Elemente derselben Cache-Zeile schreiben;
das Kohärenzprotokoll überträgt die Zeile ständig zwischen Kernen (False Sharing). Außerdem kann
die Verwaltung sehr kleiner Tasks mehr kosten als die eigentliche Arbeit. Sinnvoll sind ausreichend
grobe Kacheln und eine Zuordnung, die Schreibbereiche cachezeilenweise trennt.

Lösung 51: Randkacheln

Eine direkte Variante lautet:

1 for ii := 0 to n-1 step T do

2 for jj := 0 to m-1 step T do

3 for i := ii to min(ii+T, n)-1 do

4 for j := jj to min(jj+T, m)-1 do

5 body(i,j)

6 end

7 end

8 end

9 end

Die min-Ausdrücke begrenzen die Randkacheln auf den gültigen Iterationsraum. Ohne sie würden
die letzten Kacheln bei nicht teilbaren Dimensionen über das Arrayende hinauslaufen.

Alternativ verarbeitet man zunächst den größten vollständig gekachelten Bereich 0…𝑛−𝑛 mod 𝑇 −1
und 0…𝑚 − 𝑚 mod 𝑇 − 1 und hängt eine oder mehrere Cleanup-Schleifen für die verbleibenden
Zeilen und Spalten an. Vollkacheln besitzen dann konstante innere Grenzen, was Vektorisierung und
Unrolling erleichtern kann. Die direkte min-Variante ist kompakter, kann aber zusätzliche Vergleiche
oder Maskierung in Randkacheln erzeugen.

Lösung 52: Reduzierbarkeit mit T1/T2

Eine mögliche Reduktionsfolge ist:

1. Mit T2 werden zuerst 𝐴 und anschließend 𝐵 jeweils mit ihrem eindeutigen Vorgänger 𝐻
zusammengefasst.

2. Danach hat 𝐶 nur noch den zusammengefassten Knoten 𝐻 als Vorgänger und kann ebenfalls
per T2 mit ihm vereinigt werden.

3. Die frühere Kante 𝐶 → 𝐻 ist nun eine Selbstkante. T1 entfernt diese Selbstkante.

4. Nun können 𝑋 mit 𝐻 und schließlich 𝐻 mit 𝑆 per T2 zusammengefasst werden.
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Damit ist der KFG reduzierbar. Mehrfachkanten, die beim Zusammenfassen entstehen, ändern daran
nichts.

Mit der zusätzlichen Kante 𝑆 → 𝐶 besitzt der Zyklus einen Eintritt über 𝐻 und einen zweiten
Eintritt direkt über 𝐶. 𝐻 dominiert 𝐶 dann nicht mehr. Die Zykluskante kann daher nicht als
Rückwärtskante zu einem dominierenden Kopf aufgefasst werden; es entsteht eine unnatürliche
Schleife. T1/T2 bleibt an einer nicht weiter zusammenfassbaren Region mit mehreren Eintrittsknoten
hängen.

𝑆

𝐻

𝐴 𝐵

𝐶

𝑋

Zykluskante
zweiter Eintritt

Lösung 53: MFP und Korrelationen

Auf dem Then-Pfad gilt (𝑥, 𝑦) = (1, 0), auf dem Else-Pfad (𝑥, 𝑦) = (0, 1). Die komponentenweise
Vereinigung liefert am Join

𝑥 = ⊤, 𝑦 = ⊤.

Damit ergibt die übliche Fixpunktanalyse auch 𝑧 = ⊤: Aus den beiden einzeln unbekannten
Operanden kann sie die Konstante nicht herleiten.

Meet-over-all-Paths wertet dagegen jeden vollständigen Pfad getrennt aus. Auf beiden Pfaden gilt
𝑧 = 1, also ist das MOP-Ergebnis 𝑧 = 1.

Die MFP-Lösung ist konservativ und daher korrekt: “nicht als Konstante bekannt” behauptet keinen
falschen Wert. Verloren geht die relationale Information 𝑥+𝑦 = 1. Der verwendete abstrakte Zustand
speichert nur unabhängige Fakten pro Variable und vergisst die Korrelation zwischen den beiden
Verzweigungsentscheidungen. Bei nichtdistributiven Transferfunktionen kann MFP deshalb echt
unpräziser als MOP sein.

Lösung 54: Kopienfortschreibung

Nach Zeile 1 ist die Beziehung 𝑥 = 𝑦 gültig. Für die Ersetzung in Zeile 3 muss die schwache Definition
in Zeile 2 weder 𝑥 noch 𝑦 verändern können:

𝑝𝑡(𝑝) ∩ {𝑥, 𝑦} = ∅.

Andernfalls könnte entweder das Kopienziel 𝑥 oder die Kopierquelle 𝑦 einen neuen Wert erhalten.

Zeile 4 definiert 𝑦 stark neu. Daher bezeichnet das aktuelle 𝑦 in Zeile 5 nicht mehr den Wert, der in
Zeile 1 nach 𝑥 kopiert wurde; die Ersetzung von 𝑥 durch 𝑦 ist dort illegal. In SSA-Form könnte man
präzise sagen, dass 𝑥1 = 𝑦0 gilt, aber nicht 𝑥1 = 𝑦1.
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Eine Kopienbeziehung wird also durch jede mögliche Definition eines ihrer beiden Endpunkte getötet.
Nur das Kopienziel zu beobachten wäre unsicher, weil eine spätere Änderung der Quelle die Gleichheit
ebenfalls zerstört.

Lösung 55: UD- und DU-Ketten

Für 𝑢1 existiert nur der Pfad 𝐵1 → 𝐵3. Auf ihm liegt keine weitere Definition von 𝑥:

𝑈𝐷(𝑢1) = {𝑑1}.

Zum Join 𝐵4 führen zwei definitionsfreie Pfade relativ zur jeweils letzten Definition:

𝐵1
𝑑1
−→ 𝐵3 → 𝐵4, 𝐵1 → 𝐵2

𝑑2
−→ 𝐵4.

Daher
𝑈𝐷(𝑢2) = {𝑑1, 𝑑2}.

Umgekehrt gilt
𝐷𝑈(𝑑1) = {𝑢1, 𝑢2}, 𝐷𝑈(𝑑2) = {𝑢2}.

𝑑2 kann 𝑢1 nicht erreichen, weil 𝑢1 ausschließlich im alternativen Zweig 𝐵3 liegt. Eine DU- oder
UD-Kante setzt stets einen Pfad voraus, auf dem zwischen Definition und Nutzung keine weitere
Definition derselben Variablen steht.

Lösung 56: Lokale Wertnummerierung

Seien 𝑣𝑏 und 𝑣𝑐 die anfänglichen Wertnummern von 𝑏 und 𝑐. Zeile 1 erhält die Wertnummer

𝑣− = 𝑉𝑁(−, 𝑣𝑏, 𝑣𝑐).

Zeile 2 ändert nur 𝑎 und lässt diese Nummer gültig. Daher bekommt Zeile 3 dieselbe Wertnummer
wie Zeile 1 und kann durch eine Kopie von 𝑡1 ersetzt werden.

Zeile 4 gibt 𝑏 eine neue Wertnummer. Alle Tabellenzeilen, deren Wert von der alten Nummer von 𝑏
abhängt, sind danach für neue Ausdrücke ungültig. Zeile 5 erhält deshalb eine neue Wertnummer.

Zeilen 6 und 7 dürfen nur dann dieselbe Wertnummer erhalten, wenn die Semantik die Kommutativität
der Addition erlaubt und beide Operandenbeobachtungen stabil sind. Bei strikt beobachtbarer
Gleitkommasemantik, unterschiedlichen NaN-Nutzlastregeln, volatilen Zugriffen oder Seiteneffekten
ist die Vertauschung nicht automatisch legal.

Eine schwache Definition über einen Zeiger invalidiert alle Wertnummern, die von Variablen oder
Speicherzellen abhängen, welche der Zeiger möglicherweise verändert. Je unpräziser die Alias-Analyse,
desto größer dieser ungültig zu machende Teil der Tabelle.

Abhängigkeitsgraph nach Umbenennung

𝑎 ∶= 𝑏 + 1 𝑐 ∶= 𝑏 + 2

𝑑 ∶= 𝑎 + 𝑐
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Lösung 57: Global Value Numbering

Wenn 𝑎 und 𝑏 auf beiden Pfaden dieselben eingehenden SSA-Definitionen bezeichnen und zwischen den
Berechnungen keine relevante semantische Änderung erfolgt, erhalten 𝑡2 und 𝑡3 dieselbe Wertnummer
für den Ausdruck (+, 𝑉 𝑁(𝑎), 𝑉 𝑁(𝑏)). Eine 𝜙-Funktion, deren ausführbare Operanden dieselbe
Wertnummer tragen, repräsentiert ebenfalls diesen Wert. Daher kann 𝑥4 dieselbe Wertnummer
erhalten und 𝑦4 ∶= 𝑎 + 𝑏 durch 𝑥4 ersetzt werden.

Bei Speicherloads reicht die Gleichheit der Adressausdrücke nicht. Die Wertnummer muss auch
die relevante Speicherversion enthalten. Ein Store, unbekannter Aufruf oder atomarer Effekt auf
einem Pfad kann die Memory-SSA-Version ändern; dann sind die Loads nicht ohne Alias- und
Mod/Ref-Beweis äquivalent. Außerdem sind volatile Zugriffe grundsätzlich nicht durch gewöhnliches
GVN zusammenzufassen.

Lösung 58: SSA mit vorläufigen 𝜙-Funktionen

Beim ersten Besuch von 𝐽 ist der Wert aus 𝑄 noch unbekannt. Der Konstruktor erzeugt deshalb
etwa

𝑥3 = 𝜙′(𝑥1, ?), 𝑦1 = 𝑥3 + 2.

Nach dem Besuch von 𝑄 wird das fehlende Argument ergänzt:

𝑥3 = 𝜙(𝑥1, 𝑥2).

Besitzen 𝑥1 und 𝑥2 dieselbe Wertnummer, ist die Vereinigung semantisch redundant. Dann kann 𝑥3
direkt diese gemeinsame Wertnummer übernehmen und die 𝜙-Funktion entfallen. Bei verschiedenen
Wertnummern bleibt sie bestehen.

An einem Schleifenkopf ist der Rückwärtskantenvorgänger beim ersten Vorwärtsbesuch typischerweise
noch unbesucht. Ohne Platzhalter könnte der bereits erzeugte Rumpf fälschlich nur den Eintrittswert
verwenden. Die spätere Korrektur verbindet Eintritts- und Rückkantenwert und schließt damit den
SSA-Zyklus.

Lösung 59: Dead-Code-Elimination in SSA

Beobachtbare Wurzel ist die Rückgabe von 𝑒1. Daraus folgt die Markierungskette

𝑒1 ⇒ 𝑏1 ⇒ 𝑎1.

𝑐1 wird nur von 𝑑1 benutzt, und 𝑑1 besitzt keine lebende Nutzung. Beide Definitionen bleiben
unmarkiert und werden entfernt. Übrig bleibt:

1 a1 := arg0

2 b1 := a1 + 1

3 e1 := b1 + 3

4 return e1

Ein üblicher Algorithmus legt zunächst alle beobachtbaren Operationen – Rückgaben, notwendige
Stores, möglicherweise werfende oder seiteneffektbehaftete Aufrufe – auf eine Worklist. Wird eine
Anweisung markiert, werden die eindeutigen SSA-Definitionen ihrer Operanden nachgelegt. Am
Ende werden alle unmarkierten, gefahrlos entfernbaren Anweisungen gelöscht.

Bei d1 := f(c1) ist der Aufruf selbst eine Wurzel, falls Seiteneffekte oder Ausnahmen nicht ausge-
schlossen sind. Dann werden auch 𝑐1, 𝑏1 und 𝑎1 über seine Operanden lebend. Nur das unbenutzte
Ergebnis 𝑑1 darf gegebenenfalls verworfen werden; der Aufruf bleibt.
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Lösung 60: Mod/Ref-Zusammenfassungen

a) Bei 𝑀𝑜𝑑(𝑓) = ∅ verändert der Aufruf weder 𝑎 noch 𝑏. 𝑣 darf durch 𝑢 ersetzt werden. Dass 𝑓
den Wert von 𝑎 liest, ist dafür unerheblich.

b) Bei 𝑀𝑜𝑑(𝑓) = {𝑐} ist die Ersetzung legal, sofern 𝑐 keine Speicherzelle bezeichnet, die mit 𝑎 oder
𝑏 aliasiert. Für getrennte skalare Objekte ist das unmittelbar erfüllt.

c) Bei 𝑀𝑜𝑑(𝑓) = {∗𝑝} ist ein Disjunktheitsbeweis nötig:

𝑝𝑡(𝑝) ∩ {𝑎, 𝑏} = ∅.

Ohne diesen Beweis muss die Berechnung als möglicherweise zerstört gelten.

Die Zusammenfassung muss die Effekte aller transitiv aufgerufenen Prozeduren, möglicher Funkti-
onszeigerziele und gegebenenfalls unbekannter Bibliotheksaufrufe enthalten. Sonst könnte ein nur
indirekt ausgeführter Store übersehen werden. Volatile oder nebenläufig veränderbare Speicherstellen
benötigen zusätzlich das jeweilige Sprach- und Speichermodell.

Lösung 61: Interprozeduraler Fixpunkt

Für die May-Eigenschaft “kann modifizieren” startet man mit leeren Mengen:

𝑀𝑜𝑑0(𝑓) = 𝑀𝑜𝑑0(𝑔) = ∅.

Nach einer Runde gilt 𝑀𝑜𝑑1(𝑓) = {𝑎} und 𝑀𝑜𝑑1(𝑔) = {𝑏}. Die gegenseitige Propagation liefert
anschließend für beide {𝑎, 𝑏}; weitere Aktualisierungen ändern nichts. Die kleinste sichere Lösung ist
somit

𝑀𝑜𝑑(𝑓) = 𝑀𝑜𝑑(𝑔) = {𝑎, 𝑏}.

Da 𝑓 und 𝑔 eine stark zusammenhängende Komponente des Aufrufgraphen bilden, hängen ihre
Zusammenfassungen zyklisch voneinander ab. Eine gemeinsame SCC-Worklist verhindert eine falsche
topologische Einmalberechnung und lokalisiert die Iteration auf die rekursive Region.

Für eine Must-Eigenschaft wird typischerweise mit dem Universum beziehungsweise dem oberen
Garantiezustand begonnen und durch Schnitt oder eine absteigende Iteration Information ent-
fernt. Randfälle wie externe Funktionen benötigen eine konservative, zur Eigenschaft passende
Zusammenfassung.

Lösung 62: Fourier–Motzkin-Elimination

Aus
2𝑖 = 4𝑗 + 2

folgt gcd(2, 4) = 2, und 2 teilt die rechte Seite. Der GGT-Test kann eine Lösung daher nicht
ausschließen.

Die Gleichung ist äquivalent zu
𝑖 = 2𝑗 + 1.

Zusammen mit der oberen Schranke 𝑖 ≤ 2 ergibt sich

2𝑗 + 1 ≤ 2 ⟹ 𝑗 ≤ 1
2 .

Die ursprüngliche untere Schranke verlangt jedoch 𝑗 ≥ 2. Nach Eliminierung von 𝑖 enthält das
reduzierte System somit gleichzeitig 𝑗 ≤ 1

2 und 𝑗 ≥ 2 und ist bereits über den reellen Zahlen
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unerfüllbar. Folglich existiert erst recht keine ganzzahlige Lösung und damit keine Abhängigkeit für
diese Grenzen.

Im allgemeinen Fall kann Fourier–Motzkin ein nichtleeres reelles Polyeder liefern, obwohl darin kein
ganzzahliger Iterationspunkt liegt. Arrayindizes und Schleifenzähler sind ganzzahlig; nach einem
positiven reellen Test ist deshalb noch eine Ganzzahligkeitsprüfung nötig.

Lösung 63: Skalare Ersetzung

Eine mögliche Transformation ist:

1 if n >= 2 then

2 r0 := A[1]

3 for i := 1 to n-1 do

4 r1 := A[i+1]

5 B[i] := r0 + r1

6 r0 := r1

7 end

8 end

Das Original lädt in 𝑛 − 1 Iterationen jeweils zwei Werte, also 2(𝑛 − 1) Arrayelemente. Die transfor-
mierte Fassung lädt 𝐴[1] einmal und danach 𝐴[2],… ,𝐴[𝑛] jeweils einmal, insgesamt 𝑛 Werte. Für
𝑛 ≥ 2 werden somit 𝑛 − 2 Ladevorgänge eingespart.

Legalität verlangt, dass zwischen Vorladen und Verwendung kein relevanter Store den gehaltenen
Wert verändern kann. Insbesondere dürfen Schreibzugriffe auf 𝐵 nicht in gefährlicher Weise mit den
noch benötigten Elementen von 𝐴 aliasieren. Volatile oder atomare Zugriffe, nebenläufige Änderungen
sowie beobachtbare Ladeausnahmen können das frühere Laden ebenfalls verbieten. Der Guard erhält
die Semantik für 𝑛 < 2 und verhindert ungültige Zugriffe auf 𝐴[1].

Lösung 64: Memory SSA

Der Store ∗𝑞 ∶= 𝑖 erzeugt pro Schleifendurchlauf eine neue abstrakte Memory-Definition. Der
nachfolgende Load ∗𝑝 benutzt zunächst diese aktuelle Memory-Version oder eine am Schleifenkopf
vereinigte Memory-𝜙-Version. Ohne weitere Information muss der Compiler annehmen, dass der
Store den von 𝑝 gelesenen Ort verändert; dann ist der Load nicht schleifeninvariant und kann nicht
durch den vor der Schleife gelesenen Wert ersetzt werden.

Beweist die Alias-Analyse jedoch, dass die von 𝑝 und 𝑞 bezeichneten Speicherbereiche disjunkt sind,
ist die Store-Definition für diesen Load kein tatsächlicher Clobber. Ein Memory-SSA-Clobber-Walk
kann am Store vorbeigehen und als letzte relevante Definition dieselbe Memory-Version wie beim
Load von 𝑥 finden. Dann gilt in jeder Iteration 𝑦 = 𝑥, sofern keine weiteren Aufrufe, atomaren oder
volatilen Zugriffe den Ort beeinflussen.

Ein May-Alias ist für die Optimierung nicht ausreichend: Schon eine mögliche Ausführung mit 𝑝 = 𝑞
würde dazu führen, dass 𝑦 den gerade geschriebenen Wert 𝑖 liest. Das Ersetzen durch 𝑥 wäre dann
semantisch falsch.

Lösung 65: Skalar-Vervielfachung

Die wiederholten Schreibzugriffe auf 𝑇 erzeugen Ausgabeabhängigkeiten zwischen Iterationen. Au-
ßerdem liest 𝐶[𝑖] ∶= 𝑇 den Wert, bevor die nächste Iteration 𝑇 überschreibt; daraus entsteht eine
schleifengetragene Antiabhängigkeit. Beide sind Scheinabhängigkeiten, weil jede Iteration logisch
ihren eigenen temporären Wert besitzt.
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Eine explizite Vervielfachung lautet:

1 if n >= 1 then

2 allocate Tx[1..n]

3 for i := 1 to n do

4 Tx[i] := A[i] + B[i]

5 C[i] := Tx[i]

6 end

7 T := Tx[n]

8 end

9 use(T)

Ist 𝑇 nach der Schleife tot, genügt pro Worker oder Iteration ein privates Register; das Array muss
nicht materialisiert werden. Ist 𝑇 lebendig, muss bei 𝑛 ≥ 1 der Wert der letzten ursprünglichen
Iteration übernommen werden. Für 𝑛 = 0 darf 𝑇 nicht überschrieben werden; sein Eintrittswert
bleibt sichtbar.

Lösung 66: Schleifen-Neuausrichtung

𝑆2(𝑖) liest 𝐴[𝑖 − 1], das von 𝑆1(𝑖 − 1) geschrieben wird. Es besteht daher eine Flussabhängigkeit

𝑆1(𝑖 − 1) ⟶ 𝑆2(𝑖)

mit Distanz 1.

Durch Verschieben von 𝑆2(𝑖 + 1) in die Iteration 𝑖 ergibt sich:

1 for i := 1 to n do

2 if i > 1 then

3 A[i] := B[i] + 2

4 end

5 if i < n then

6 C[i+1] := A[i] * 2

7 end

8 end

In einer Iteration 𝑖 wird nun zuerst der Produzent 𝑆1(𝑖) ausgeführt und anschließend der ursprüngliche
Konsument 𝑆2(𝑖 + 1). Die Abhängigkeitsdistanz ist 0. Bei 𝑖 = 1 wird nur der ursprüngliche Zugriff
𝑆2(2) ausgeführt; bei 𝑖 = 𝑛 nur 𝑆1(𝑛).

Die neue Schleife ist iterationsparallel, sofern keine weiteren schleifengetragenen Abhängigkeiten
bestehen, 𝐴, 𝐵 und 𝐶 nicht gefährlich aliasieren, die Guards keine beobachtbaren Seiteneffekte
besitzen und alle Randzugriffe gültig sind.

Produzent

Konsument

𝑆1(1)

𝑆2(2)

𝑆1(2)

𝑆2(3)

𝑆1(3)

𝑆2(4)

𝑆1(4)

𝑆2(5)

je Spalte eine neue Iteration
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Lösung 67: Ausrollen und Rekurrenzen

Eine korrekte Fassung ist:

1 i := 1

2 while i + 3 <= n do

3 A[i] := A[i-1] + B[i]

4 A[i+1] := A[i] + B[i+1]

5 A[i+2] := A[i+1] + B[i+2]

6 A[i+3] := A[i+2] + B[i+3]

7 i := i + 4

8 end

9 while i <= n do

10 A[i] := A[i-1] + B[i]

11 i := i + 1

12 end

Die vier Zuweisungen müssen in genau dieser Reihenfolge ausgeführt werden. Jede benutzt den
unmittelbar zuvor erzeugten Wert. Die ursprüngliche schleifengetragene Flussabhängigkeit mit
Distanz 1 wird durch das Ausrollen teilweise zu schleifenunabhängigen Abhängigkeiten innerhalb des
großen Rumpfs und teilweise zu einer Abhängigkeit zwischen zwei ausgerollten Iterationen.

Der größere Grundblock reduziert Sprung- und Vergleichsaufwand und kann Scheduling erleichtern,
beseitigt aber nicht die serielle Rekurrenz. Die vier Ergebnisse bilden eine Abhängigkeitskette und
können nicht als vier unabhängige SIMD-Lanes berechnet werden. Zusätzlich sind Überlauf bei der
Grenzberechnung, Codewachstum und Registerdruck zu beachten.

Lösung 68: Software-Pipelining

Modulo Scheduling sucht einen periodischen Zeitplan, in dem beispielsweise der Load von Iteration
𝑖+2, die Multiplikation von 𝑖+1 und die Addition oder der Store von 𝑖 gleichzeitig auf verschiedenen
Funktionseinheiten liegen. Nach dem Füllen der Pipeline startet im Idealfall alle 𝐼𝐼 Takte eine neue
Iteration.

Eine Untergrenze für das Initiation Interval entsteht aus Ressourcenbelegung, etwa Anzahl der Load-
Ports oder Multiplikationseinheiten, und aus Rekurrenzlatenzen schleifengetragener Abhängigkeiten.
Das tatsächliche 𝐼𝐼 muss beide Schranken erfüllen und einen konfliktfreien Zeitplan erlauben.

Der Prolog füllt die überlappenden Stufen, der stationäre Kern wiederholt das periodische Mus-
ter, und der Epilog leert die Pipeline. Ausrollen vergrößert nur den sichtbaren Rumpf und kann
Scheduling-Möglichkeiten offenlegen; es konstruiert aber nicht automatisch einen über Iterations-
grenzen periodischen Zeitplan und behandelt Prolog, Epilog sowie Ressourcenkonflikte nicht von
selbst.

Lösung 69: Produktschleifenbildung

Für einen rechteckigen Iterationsraum ist die zeilenweise Abbildung

𝑡 = (𝑖 − 1)𝑚 + 𝑗

bijektiv. Die inverse Abbildung lautet

𝑖 = ⌊𝑡 − 1
𝑚

⌋ + 1, 𝑗 = ((𝑡 − 1) mod 𝑚) + 1.

Damit ergibt sich:
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1 for t := 1 to n*m do

2 i := ((t-1) div m) + 1

3 j := ((t-1) mod m) + 1

4 A[i,j] := A[i,j] + c

5 end

Die Transformation erhält die ursprüngliche lexikografische Reihenfolge und ist für den rechteckigen
Raum legal, sofern 𝑛 ⋅ 𝑚 und die Zwischenrechnungen nicht überlaufen. Bei zeilenweiser Speicherung
bleibt die Folge der Speicheradressen zusammenhängend; bei anderer Speicherordnung kann sie
ungünstig sein.

Ein Vorteil ist der größere eindimensionale Trip Count, der Streifenschneiden, Vektorisierung oder
Parallelverteilung vereinfachen kann. Nachteile sind mögliche Divisions- und Modulo-Kosten sowie
der Verlust späterer Möglichkeiten zur Schleifenvertauschung. Bei nichtrechteckigen Grenzen, etwa
𝑗 ≤ 𝑖, ist die einfache Abbildung nicht mehr direkt bijektiv.

Lösung 70: Schleifenrumpfteilen

Zwischen 𝑆1 und 𝑆2 bestehen mindestens:

• eine schleifengetragene Flussabhängigkeit 𝑆1(𝑖 − 1) → 𝑆2(𝑖) über 𝐴[𝑖 − 1] mit Distanz 1,

• eine schleifenunabhängige Antiabhängigkeit 𝑆1(𝑖) → 𝑆2(𝑖) über 𝐵[𝑖], weil 𝑆1 den alten Wert
liest, bevor 𝑆2 ihn überschreibt.

𝑆3 ist unter den üblichen Nicht-Alias-Annahmen unabhängig.

Die Zerlegung

1 for i := 2 to n do

2 A[i] := B[i] + 1

3 end

4 for i := 2 to n do

5 B[i] := A[i-1] * 2

6 end

7 for i := 2 to n do

8 C[i] := D[i] + 3

9 end

ist legal: Alle 𝑆1-Instanzen werden weiterhin vor den abhängigen 𝑆2-Instanzen ausgeführt. Sowohl
die Fluss- als auch die Antiabhängigkeit behalten ihre Quell-vor-Ziel-Reihenfolge. Die dritte Schleife
kann bei Unabhängigkeit auch an eine andere zulässige Position verschoben werden.

Innerhalb jeder der drei neuen Schleifen greifen verschiedene Iterationen auf verschiedene Ziele
zu; unter passenden Alias- und Speicherannahmen sind sie daher iterationsparallel. Die Schleifen
müssen wegen der Abhängigkeiten zwischen 𝑆1 und 𝑆2 jedoch als Ganzes nacheinander abgeschlossen
werden.

Fission kann die Registerlast senken und Parallelisierung oder Vektorisierung sichtbar machen. Sie
kann zugleich Produzent-Konsument-Lokalität zerstören, zusätzliche Schleifensteuerung verursachen
und Arrays mehrfach durch den Cache führen. Ob sie schneller ist, hängt daher von Cachegröße,
Datenmenge, Parallelgranularität und nachfolgenden Optimierungen ab.
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