Prolog:

Nachfolgender Einschub ist nicht in der studentischen Mitschrift von 2016 zu finden. Das Thema ,, Konzentra-
toren* wurden ergidnzend im Sommersemester 2017 behandelt. Fiir die Korrektheit gebe ich kein Gewéhr! Der
Beweis ist ibernommen aus ,,Approximationsalgorithmen: Eine Einfithrung® (Wanka, 2007), Kapitel 7.

3.3 Konzentratoren

Definition 3.1. Seien «o,8 € R* m,c € N,m gerade. Ein bipartiter Graph G = (AW B,E) heikt
(a, B, m, c)-Konzentrator, falls gilt:

(i) |Al =m,[B| =%
(ii) Knoten aus A haben max. Grad ¢, Knoten aus B haben max. Grad 2¢

(iii) Expansionseigenschaft: Fiir alle X, X C A, |X| < a-m gilt: [I(X)| > 8- |X]|
D.h.: Jede Knotenmenge aus A (bis zu einer bestimmten Grofe) hat sehr viele Nachbarn.
Wir sagen: A expandiert, 8 ist der Expansionsfaktor.

Wegen (iii) gilt: o~ 3 < %, da sonst (i) verletzt wiire.
Satz 3.2. Fir a < % (45 - eHB)_cféfl gibt es (a, 8, m, ¢)-Konzentratoren.

Beispiel. Fir g = 2 und ¢ = 4 muss gelten: a < also zB. a = .

Damit gibt es (&, 2, m, 4)-Konzentratoren fiir beliebig grofte m.
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Beweis. Betrachte folgende Klasse R von bipartiten Graphen:
e G=(AUB,E),A={0,..,m—1},B={0,..., % — 1}.
e Fiir eine beliebige Permutation 7 : A — A sei B = {(i,j) € Ax B | n(i) = {j,j + Z}}
e Sei R={G=(AUB,E) | E=E,;, U...UE,_ fir bel. Permutationen 1, ...,m.: A — A}

Jeder Graph G € R erfiillt (i) und (ii). Wir zeigen, dass es mind. einen Graphen G € R gibt, so dass G (iii)
erfiillt. Zufallsexperiment: Wiirfle zuféllig, unabhéngig ¢ Permutationen 7y, ..., 7., also ,,wir wihlen zuféllig einen
Graphen aus R aus“.

'z.Bim(i) =17,(5,3), & =4



Lemma 3.3. Sei G ein zuféllig aus R gewéhlter Graph. Dann gilt:

Pr[G ist kein (o, 8, m, c)-Konzentrator] < 1 = Aussage des Satzes

Beweis von Lemma 3.3. Seien o. B. d. A. 3, u nicht ganzzahlig
Pr[G ist kein (o, 8, m, ¢)-Konzentrator]
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< (a=1=B . ¢1+5 . (2/@)0*5)” <1 fiir r <
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r< % wegen der Voraussetzung im Satz an « und .

= mit Lemma Satz 3.2



Einschub zu Korollar (Seite 11)

Korollar: Sei h; ; die erwartetet Zeit, die vergeht, um von ¢ wieder nach i zuriickzukehren. h; ; = = = OR
Lemma: h;; <2-|E|

Beweis: 4l == S (I4hey) =20 [Bl= 5 (1+heg) > hi
kel (j) kel (5)

Das +1 in der Summe ist ein Schritt von j zu einem beliebigen Nachbarn k. Anschlieffend werden hy, ; Schritte
benétigt, um (iiber Umwege) von k nach j zuriickzukehren. Die Summe ist grofer als h; ;, da fiir einen speziellen
Nachbarn ¢, auch das h; ; als positiver Summand auftauchen muss.

O
Sei Z die Anzahl an Schritten, um von s nach ¢ zu gelangen (Cover-Time):

E[Z]) <4-|E|-|V|<4-n- () < 2n® (mit Markov)



