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o Eulerscher Polyedersatz: Sei G ein zusammenhangender, ebener Graph mit v Knoten, e Kan-
ten und s Flachen.

Theoretische Informatik s=e-v+2

e Graph G = (V,E) ist bipartit & V3, V, : V = V1UV>, so dass es keine Kanten innerhalb der
Teilmengen gibt

Martin Gropp

2005 - 2007 3. Automaten

3.1. Mealy

Teil I. Ausgabe an Zustandsiibergange gekoppelt.
M=(Z,L,A0:ZXE > Z,A:ZXY — A,z €Z)
Z Zustande, L Eingabemenge, A Ausgabemenge, 5 Uberfiihrungsfunktion, A Ausgabefunktion, z

Startzustand
1. Eigenschaften von Relationen

3.2. Moore

o reflexiv Va : aRa Ausgabe an Zustande gekoppelt.

o irreflexiv Ya : —aRa M=(ZLANO:ZXE—>ZA:Z—>NANzy€Z)

e symmetrisch Va, b : aRb = bRa 7 Zustande X Eingabemenge, A Ausgabemenge, 6 Uberfilhrungsfunktion, A Ausgabefunktion, z,
Startzustand

e antisymmetrisch Va,b:aRb AbRa = a =D

e asymmetrisch Va,b : aRb = —-bRa 3.3. DEA

e transitiv Va, b, c : aRb A bRc = aRc
M=(Z,%,6:ZXY > Z,z0€Z,FCZ)

. Aquivalenzrelation; reflexiv, transitiv, symmetrisch Z Zustande, * Eingabemenge, 6 Uberf[]hrungsfunktion, zo Startzustand, F Endzusténde

e Ordnungsrelation: reflexiv, transitiv, antisymmetrisch

o strikte Ordnungsrelation: irreflexiv, transitiv 4. Regulére Sprachen

4.1. Pumping-Lemma fiir regulére Sprachen
2. Eigenschaften von Graphen
Satz. SeiL C ¥* eine reguldre Sprache. Dann gibt es eine Zahl n, so dass gilt:

o (stark) zusammenhangend Fr alle Wérter x € L mit|x| > n gibt es Wérter u,v,w € L*, so dass:

e Minimalgrad: 6(G) = min{dy(v) | v € V} ® X = uvw
e Planarer Graph: |E| < 3|V| -6 e v >1
e Handshake-Lemma e luv|<n

Y. deg(v) = 2 |E| (jede Kante ,schittelt* zwei Knoten) . . g
e firalleie{0,1,2,3,...} giltuv'w e L

o Satz von Kuratowski: Ein endlicher Graph ist genau dann planar, wenn er keinen Teilgraphen
enthalt, der durch Erweiterung von Ks oder K33 entstanden ist. Erweiterung bedeutet hier Also: Um zu zeigen, dass L nicht regulér ist, wahle x € L in Abhangigkeit von ,freiem“ n und zeige,
das beliebig oft wiederholbare (auch nullmalige) Einfigen von neuen Knoten auf Kanten. dass firr jede Zerlegung x = uow 3i : uv'w ¢ L.
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4.2. Satz von Myhill-Nerode Abschlusseigenschaften:
Satz. L C ¥ ist requldr & NlUl\ * | C|R

. . . , P , . , , L Typ3 | e |e|e|e|e e e
es gibt eine rechts-invariante Aquivalenzrelation R mit endlichem Index, so dass L die Vereinigung T2 o e T=Tel e = e
einiger Aquivalenzklassen von R ist Typ

ypl| e |e e e|e e e

der Index von Ry, ist endlich TypO|e|e|—[e[e[—]e
I?eispiel: L = {a"b" | n > 1} ist nicht regular. R: Reverse
Aquivalenzklassen von Ry : [ab] = L, [a?b] = {a,ab,a%V?,.. .}, ..., [aD], ... * mit regularen Sprachen

= Index nicht endlich = L nicht regulér.

. 6. Sonstiges
4.3. Sonstiges

Die reguléaren Sprachen sind unter Vereinigung, Produkt, Stern, Komplement und Schnitt abgeschlossen. Bell-Zahlen (Anzahl der Partitionen einer Menge):

Falls M = (Z, L%, 9,z,E) eine DEA ist, dann ist M = (Z,%,0,z9,Z \ E) ein DEA der die Komple- n (n) 5
k n—k

mentsprache erkennt. Buia = Z
k=0

4.4. Minimalautomaten .

mn = —|n
Definition. SeiL C X" eine reguldre Sprache. m
Ein Minimalautomat ist ein Automat mit der geringsten Anzahl von Zustdnden, der L akzeptiert.

Konstruktion: Teil ".

e Stelle eine Tabelle fur alle Paare von Zustanden {z,z’} mit z # z’ auf.
e Markiere alle {z,z’} mitze Fund z’ ¢ F.
o Markiere {z,z’}, falls es ein a € X gibt, so dass {6(z,a), 5(z’,a)} markiert ist. 7. Turing-Maschinen

o Wenn keine weitere Markierung mehr méglich ist, kann man alle nicht markierten Paare zu
einem Paar verschmelzen. DTM =(Q,%,I,0,90, FCQ,6: QXTI — QxT x{R,L,N})

Q Zustande, X Eingabealphabet, I Bandalphabet, 0 Blank-Symbol (€ T, ¢ %), g0 Startzustand, F
akz. Endzustéande, 6 Uberfihrungsfunktion

5. Chomsky-Hierarchie NTM:6: OxT — POXT x (R,L,N)

Far alle Regeln wy — wy:
y 8. Satz von Rice
1. Kontextsensitiv

[wi| < [wy| (Ausnahme S — ¢) |
R={f|f:{0,1}" - {0,1}" ist berechenbar }

2. Kontextfrei Prog(S) = {{M) | M berechnet eine Funktion f € S}

w ist einzelne Variable .
Satz. Satz von Rice

3. Regular ScR, 0#S+R = Prog(S) nicht entscheidbar
wy e LULV
(Prog(?) und Prog(R) sind durch Syntaxanalyse entscheidbar)
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9. Wichtige NP-Probleme
o Erfiillbarkeit (3-...)
SAT = {(D) | @ ist erflllbare KNF }

e Clique
CLIQUE = {{G, k) | G ist ein Graph, der einen vollstandigen Teilgraphen der GréBe k enthalt }

e Hamilton-Kreis
HC = {(G) | Graph G enthalt Kreis, der jeden Knoten genau einmal enthalt }

e Handlungsreisender
TSP = {{G, ¢, k) | c-gewichteter Graph G enthélt einen HC mit Gewicht < k}

o 3-Farbbarkeit
3COL = {{G) | G ist drei-farbbar }

o Vertex Cover
VC = {(G,k) | G ist ein Graph, k € IN, es gibt k Knoten in G, so dass jede Kante von G zu
mind. einem der k Knoten inzident ist }

e Binary Programming
BP = {(A, b) | A ist eine mxn-Matrix mit ganzzahligen Eintrdgen, und es gibt einen 0-1-Vektor
x € {0,1}" mit Ax < b}

10. Kontextfreie Sprachen

10.1. Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen

Satz. SeiL C ¥* eine kontextfreie Sprache. Dann gibt es eine Zahl n, so dass gilt: Flir alle Wérter
z € L mit|z| > n gibt es Wérter u, v, w,x,y € ", so dass:

® z = uowxy
e ox|>1
o |vwx| <n

o firalleie{0,1,2,3,...} gilt uwvwx'y € L

Um L nicht kontextfrei zu zeigen: Wéhle z und i, zeige z; ¢ L

10.2. Chomsky-Normalform

Nur A — a, A — BC oder § — .
Uberfiihrung einer Grammatik in Chomsky-Normalform:

e e-Regeln Eg ={A| (A — ¢) € P}
E; = {AlA—)Bl...Bk/\VjE [1...k}ZB]‘EE,'_1
Alle e-Regeln entfernen, fir A — w alle Regeln einfligen, die durch Weglassen von Variablen
aus E;, entstehen (auBer — ¢).
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o Kettenregeln A — B Graph mit Knoten £ Variablen, Kanten = Kettenregeln:
Ersetze in den starken Zusammenhangskomponenten die Variablen durch eine davon.
Ersetze ,von unten nach oben” die Kettenregeln A — B durch A — alle rechten Seiten von B.

e Firalle a € X: Regel A, — a einflhren und a durch A, ersetzen (auBer wenn dadurch neue
Kettenregeln entstehen)

e Ersetze A — By...By durch A — B1Cq1, C1 = ByCy, ... Cr_p — By_1Bx

10.3. CYK-Algorithmus

Entscheidet fiir kontextfreie Grammatik G in Chomsky-Normalform in polynomieller Zeit, ob w =
w1 ... w, € L(G).

Gesucht: fiiralle1<i<j<n: V(i,j)={A|AS w;...wj}

V(i) = {A| A — w;)
V(i,j)={A|A - BC, Be V(i,k), Ce V(k+1,j), 1<k<j-1)

10.4. Kellerautomat

M=(Q,LT,0:Qx(XUfe))xT = PQxT"),q0,Zo,F)

Q Zusténde, ~ Eingabealphabet, T' Kelleralphabet, 6 Uberfiihrungsfunktion, go Startzustand, Zo
Kellergrundsymbol, F akzeptierende Endzustéande

Teil 111

11. Verschiedene Formeln & Auswendiglernzeugs

Harm. Reihe:

n

Z 1 ~logn
Py
Geometr. Reihe:

_ o+l

n

1 .
Zal: =% (@#1; konv. fiira <1)
s 1-a

Potenzsumme:

n

ik ~ nk+1

i=1
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Binomialkoeffizienten: 12. Multiplizieren
= Klassische Methode: O(n?
k]~ (n-k)k! o Klassische Methode: O(1?)

e Karatsuba: x-ymitx =xp,... 00 =x,- 0" +x, y=yon... 01 =y, - 0" +y;
X’y:(th'b”+x1)'(yh'b"+yl)=
WY b+ ey + 0"+
ol ~ Tnn(g)" XY (onyr + xiym) Xy

Mit xpy; + xiyn = (o + X)(n + Y1) = XnYn = X1yi:

Stirling:

logn! € ©(n -1
~ lognt € Ol logn) Xy = 2y U (@ 2) W+ 1) = X = xay) - b+ 2y

Catalan-Zahlen (Anzahl Binarbdume mit n inneren Knoten / mit n + 1 Blattern): = 3 Multiplikationen!
1 [2n)y . (@2n)! c 4" o Schonhage-Strassen (FFT): O(nlognloglogn)
] B (n+ n! (n3/2)
Noch ein paar: 13. Binarbdaume
1\ _on N\ ot N i gyl SRR e(t) = i(h) + 1
Z(z) 2 Zl(i) n-2 Zz 2=m-1)2""+2 Zlogz logn! € O(nlogn)

i=0 i=0 i=0 i=0 h(t) < i(t)

e(f) < 210

Komplexitaten: x
Innere Weglange:

| best avg  worst o o Wilt)
Mergesort | nlogn nlogn nlogn wilh) = ; ha,t) ©it) = i(t)
Heapsort nlogn nlogn nlogn ) ael®)
Quicksort | nlogn nlogn  n? AuBere Weglange:
Quickselect n n n? we(t)
() = ) b @)=
)

Jedes (Vergl.-)Sortierverfahren (worst case): nlogn — nloge + O(logn) ~ nlogn — 1.44n ack(t

Schnelle Exponentiation a” : [log n] + #;(n) — 2 (,Lange + #; — 2*)
14. Sortieren
Satz. Mastertheorem (Variante |) Sortiere

" . 14.1. Inversionen und Permutationen
T(n) = ) T(a; - n) + ©(n")
i=1

Satz. (i, j) ist Inversionvon L = [Ly,Ly,..., L] & 1<i<j<nAL;>L;

(") Yak<1 .
@(nk Jlogn) Yak=1 Inversionen von [101, 115, 30, 63,47, 20]:
T(n) e o) 8 Za: -1 (1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),(3,6), (4,5), (4,6), (5,6)
mitc : Yat=1 (bzw.n'&") Satz. Inversionsvektoren (,Wie viele links davon sind gréBer?”)
1

Ii(o) =#i<jlo;>0aj)
(o) = ((0), ..., In(0))
1(4,2,1,3]) = (0,1,2,1)

Satz. Mastertheorem (Variante Il)

Ty =a- T(%) +f(n), mit f(n) = n* log'n

O(f(n)) log,a <k Satz. Links-Rechts-Maxima
T(n) € ©(f(n)-logn) log,a=k Irm(o) = #{1 < i < len(a) | Yj < i : o[j] < oli]}
O(n'ose 1) log,a >k

Irm([33,12,57,61,44,28,61,72,49,93,12,66]) = 5

Durchschn. Inversionen v. Perm.: @
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14.2. Sortieralgorithmen

e Selection Sort: wiederholt kleinstes ,unsortiertes Element auswéhlen und anfligen

y i:@e@(nz)

1
i=0

o Insertion Sort: wiederholt néchstes ,unsortierte” Element an der richtigen Stelle einfligen

o®n?)

e Mergesort: Liste teilen, Teillisten rek. sortieren, lin. (11 + ny — 1) Zusammenfligen

n 1
T(n) = 2~T(E) +0(m) €O(m-logn) (a1 =ax = 3 = Zai =1)
o Heapsort: Liste als Bindrbaum/Max-Heap.
O(nlogn)

o Quicksort: Pivot-Element p, Teillisten L; < p und L, > p rekursiv sortieren

avg: ©(nlogn) worst: ©(1?)

15. Codierung

(n,K,d)-Code: C C B", K =#C, d = d,,in(C)
Coderate von C : R(C) = 1 - log#C

15.1. Lineare Codes [, k,d]

C ist Unterraum von B”".
Generatormatrix k xn:x-G =c¢
Kontrollmatrix (n —k) x n: H-cT =0

Generatormatrix G und Kontrollmatrix H kénnen folgendermaBen umgeformt werden:

G =[E|A] H’' =[ATIE]
H ist Kontrollmatrix zu G gdw

H-G'=0 A HhatRangn -k
Satz. Syndrom

si=H-b'=H-ToH-ff=H-f
(Codevektoren haben Syndrom 7).

Syndromtabelle:

Theoretische Informatik 10

e Nebenklassen C + v; mit 1 < ||v]| <= |d/2] korrigierbar
o Restliche Syndrome: nicht korrigierbare Fehler

Satz. Sphere Packing Bound (In, k]-Code, der t Fehler korrigiert)

@G- <q™*

-

[§

Il
o

(Perfekter Code: =; Spezialfallg = 2,t =1: 2" % =1+n)

Satz. Ungleichung von Kraft (r: GréBe Alphabet (~ r-ary tree), I;: Wortldngen)

[§

q
<1 (Bauml)
=1
Satz. Entropie
d 1
Hi(S) = ) pi-log(:))
i=1 !

Hy(p) = —plogp —plogp
Satz. Shannon’s First Theorem (Source S" with avg. word length L, /n)

Hi(S") <L, <1+H(S") &

H(S) < Ly < 1, HA(S)
n n
Lll
dim 2 = HAS)

By encoding 8" with n sufficiently large, one can find uniquely decodable r-ary encodings of a
source S with average word-lengths arbitrarily close to the entropy H,(S).”

Strehl (h mittlere Lénge):

H(p) < h(t,p) < H(p) + 1
Satz. Mehrere unabhéngige Quellen S;

Hr(Sl XX Sn) = Hr(sl) +eet HV(S‘VI)

16. Modulare Arithmetik

16.1. Invertierbare Elemente / Einheiten

Definition. Invertierbarkeit
a ist invertierbarinZ,, < Ab:a-,b=1 mod n

(b:Bezout!a-b+n-c=1)

Definition. Menge der invertierbaren Elemente
Ur=2,=1{e(l,2,.n-1}| ggTa,n) =1}
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16.2. p-Funktion

Definition. ¢(n)
Ldie Anzahl der zu n teilerfremden natirlichen Zahlen, die nicht gréBer als n sind”
o(n) = H#Z,

n= Zd\n (P(d)
pprim: @@ =p(p-1) (e>0)
Fir Primfaktoren p' von n:

k
o) =1p ' pi-D=n- T (-1
i=1 pln, p prim

Euler-Fermat: a*™ =1 mod n, falls a,n teilerfremd

16.3. Ordnung

Definition. Ordnung eines Elements
ordg(a) = min{n |a" =1 mod g}

Die Ordnung eines Elements teilt die Gruppenordnung (¢(n))!
Berechnung der Ordnung in isomorpher Struktur (Z, X Z, = Z,, mita,b,--- € P):

ord,(x) =p, ordp(x) =q = ordap(x) = kgV(p,q)

Rechenregeln:
ak — ak mod ord,(a)

2”@ =1 mod n
uk — ak mod (1)

Definition. Zyklische Gruppe
G ist zykl. Gruppe © I € G: G = (a* | k € Z}

16.4. EEA, CRT etc.

z=a mod x
z=b mody

Kongruenz lésbar < a=b mod ggT(x,y)

Satz. Bindrer Euklidischer Algorithmus
99T(2a,b) = ggT(a, b)

99T(2a,2b) =299 T(a,b)
99T(a,b) = ggT(a - b, b) (falls a > b)

17. Primzahlen

2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59, 61,67,71,73,79, 83,89,97,101
n(n) = #{p < n | p Primzahl} ~
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17.1. Primzahltests

18.

18.1.

Teilbarkeit: n prim = a fn

Euklid:

n prim = ggT(n,a) =1

Fermat: n prim = 2" =1 mod n (ord(n)=n-11)

Miller-Rabin-Test

-t

u:2"-u=N-1, uungerade

— Wéhle a € Zy mit ggT(a,N) =1
— Wiederholtes Quadrieren: a* ~» g ~» - - ~» a2 = gN-1 (schnelle Exponentiation!)

N ist keine Primzahl, wenn:

— die 1 nicht in der Folge auftaucht, oder
— die 1 auftaucht, aber mit Vorganger —1

Lucas-

Kriterium

nelP o daeZ, :ord,(@)=n-1
©ad =1 modn A Vp:(pePApl(n-1)—a®DPz1 modn

Primzahlzertifikat:

- Angabe einer Faktorisierungp =1 =pj'----- P

an

— Zertifikate fur die Primzahlen p;
— Angabe einer positiven Zahl a < n entspr. Lucas-Kriterium:

a'=1 modn A Vp;:a® D721 modn

Public-Key-Kryptographie

RSA

wéhle zwei Primzahlen p, g

berechne n=p-qund p(n) (= (p-1)(g-1))

wahle eine zufallige ungerade Zahl d mit 1 < d < ¢(n) und ggT(p(n),d) =1

berechne e =d™! mod ¢(n) (d-e=1 mod p(n) ~ eea(p(n),d))

offentlicher Schlussel: (e, 1)

privater Schlissel: (d, n)

Verschlisseln: C = N¢ mod n

Entschliisseln: N = C? mod n

18.2. Sonstige

Diffie-Hellman (Key Exchange), Shamir, EIGamal



