LOSUNGEN
KLAUSUR MATHEMATIK I+1I FUR INFORMATIKER
Borchers/Kréutle
Erlangen, den 09.10.2002

1)
a) Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von ¢ die Determinante der Matrix
1 2 1
A= 2 1 t3-6
11 1

b) Fiir welche , ¢ €R ist das lineare Gleichungssystem Az = (1,a*—11,2) T 16sbar? Geben
Sie jeweils im Falle der Losbarkeit alle Losungen an.

(10 Punkte)

Losung: a) Z.B. Entwicklung nach der letzten Spalte:

1 2 1Y\ 3 1 2 ‘ L 2\ 0 3 avi 1y a3
detA—ldet(l 1> (t 6)det<1 1>+1det<2 1)-1 (t°—6)(-1)—3 =1¢t"-8

b)
1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1 1
2 1 ?—6|la*=11 | =10 =3 3—-8|a*=-13 | =0 1 0 -1
11 1 2 0 —1 0 1 0 -3 t3—8|a*—13
1 2 1 1
~1o0 1 0 -1
00 3—8|a*—16

Gleichungssystem ist eindeutig 16sbar < t3 —8 # 0 < ¢ # 2, a € R. Die Losung lautet dann:

_a*-16
3 3-8

Falls t =2 und a* — 16 = 0 (d.h. a = £2):
3—c 3 -1
L= -1 lceRjy =1 —1 | +span 0

Falls t = 2 und a # £2:
L=90

2) Es seien e; = (1,0,0)", ez = (0,1,0)7, e3 = (0,0,1) " die kanonischen Basisvektoren des
R3. Fiir welche a,beR gilt

(aey + beg + e3) X (2e1 + 2e9 + 3e3) = F

mit (1) F =e1 —eg, (ii) F =e1+es.



Losung:
a 2 3b—2 ‘
b X 2 = —3a + 2 =F
1 3 2a — 2b
1
FirF=\| -1 |:3=3,-3a=-3,a—b=0a=b=1
0
1
FirF=| 1 |:30=3,-3a=—1,a—b=0< keine Losung
0

(8 Punkte)

3) Ermitteln Sie alle komplexen Zahlen z = z + iy, die folgende Bedingungen erfiillen.

Skizzieren Sie jeweils die Losungsmenge.
a) (z—2i)(2+ 26) = ||,
b) (22412 =1,

c) 23 = —8i.

Insbesondere bei ¢) stellen Sie die Losungen in der Form a+bi, a,b€R, dar.

Loésung;:

a)

(10 Punkte)

1. Variante: (z — 24)(Z + 2i) = (z — 2i)(z — 2i) = |z — 2i|? = |z|, also dist(z,0) = dist(z, 27)

geom. Uberl.
—

2. Variante: Ansatz z = a + bi.

L ={0,iv2,—iv2}

(a+bi—2i)(a—bi+2) = a®+0b
sd+b-2?% = a®+1?
Sb—2 = &4b
Sb—2 = —b
b= 1
b)
(2+1)? =1
2241 = +1
s22=0 Vv 22=-2
<:>z:O\/z:—i\/§\/z:i\/§
c) 23 = —8i = 23¢2mig
=

21 =24 = 24
. .7
29 = 21 e2mi/3 — 9 o2migy

- i1
23 = 29 e27rz/3 — 927ty

L ={a+i|a € R} (Gerade durch i parallel zur Re-Achse)



geom. Uberlegung (gleichseitige Dreiecke): 2o = 2(—%\/3 — %), 23 = 2(%\/3 — %)
L={2i,—/3—i,/3—i}

4) Bestimmen Sie fiir jedes A\, « €R eine Basis des Nullraums der Matrix

A L= — A+ cos 2« sin 2«
k= sin 2« —A—cos2a |

Normieren Sie alle vom Nullvektor verschiedenen Basisvektoren auf die euklidische Lange 1,
berechnen Sie die Skalarprodukte dieser Vektoren und skizzieren Sie sie.
Hinweis: Zur schnelleren Berechnung stelle man die Komponenten der Matrix bzw. der nor-
mierten Vektoren in Abhéngigkeit von Sinus- und Kosinusfunktionen des einfachen Winkels
a dar.

(10 Punkte)

Losung: Ob der Nullraum nichttrivial ist, priift man mittels der Determinante (Anmerkung:
Die Aufgabe ist offenbar gleichbedeutend damit, Eigenwerte und Eigenrdume der Matrix A, o
zu bestimmen. Dazu wiirde man genau so vorgehen.)

det(Aq) = (=X + cos2a)(—A — cos 2a) — sin? 2 = A\? — cos® 2a — sin® 2a = A — 1

det(Aqn) =0 & A= +1

Es folgt: Fiir A € R\ {—1,1}, o € R, ist der Nullraum= {0}.
Fiir A = —1 bestimme Nullraum, verwende cos2a = 2cos?a — 1 = 1 — 2sin’ a, sin 20 =
2 sin accos a:

A _ 1 + cos 2« sin 2« _ 2 cos? o 2sin o cos a
@=1= sin 2« 1—cos2a )\ 2sinacosa 2sin? «

Statt Gauss-Algorithmus (Fallunterscheidungen!) ist es am einfachsten folgendermafien:

A T\ _oe 2cosa(zrcosa+ysina) =0
oty )~ 2sina(zcosa + ysina) =0

Falls cosa = 0, so ist sina # 0, also muss dann (also in jedem Fall) zcosa + ysina = 0
gelten, also

( N ) =c ( sma ), c € R (Eigenraum).
y — cos o

Normierung: ¢ = 1.
Fir A = 1 bestimme Nullraum:

—1 4+ cos2a sin 2«
sin 2a —1 — cos2a

Aa1:

)

2sinacosa —2cos? a

( —2sin? a QSinacosa)
A ( x > 0w 2sina(—zsina+ ycosa) =0

. & rsina = ycosa
’ 2cosa(rsina —ycosa) =0 4

& < z ) =c ( cosa >, ¢ € R (Eigenraum).

sin a
Normierung: ¢ = 1.

Geometrische Deutung: Beide gefundenen Eigenvektoren stehen offenbar senkrecht zueinan-
der. A, ) lisst den Eigenvektor zum Eigenwert 1 unveréndert und spiegelt den Eigenvektor
zum Eigenwert -1. A,  ist daher eine Spiegelung an der Ursprungsgeraden, die vom Eigen-
vektor (cosa,sina)’ erzeugt wird.



5) Bestimmen Sie in x>0 die erste Ableitung folgender Funktionen (€ R):
N
a) (x%)* by  x) c) [ ecostat
0
(6 Punkte)

Losung:

a) (xz)z — eln((acz)z) — erlna® _ €x2 Inz

[(z7)*) = e’ nerine +2) = (2%)°z(1 + 2ln2)
b) @) — 6lnz( “ — ¥ Inz

[ az® e +2°%) = 227 (1 + alnz) fir a #0
[(#))Y =2/ =1 fira=0]

BN
8
Q
~—
9]
8
5
8
—

/
C) (j‘;ecost dt) _ 6cos\/E(JUl/2)/ — ﬁ ecos\/:E

6) Berechnen Sie die folgenden Integrale bzw. Stammfunktionen (mittels Substitution oder
partieller Integration):

er . T 2
a) [ Sm(glgnz) dr, b) [t9 Intdt, ¢) [(z—1) @1 dg,
1 0
1 1 s a 2 x?
d) Je‘ae e’ dr, e) Ofsinhw coshzdx, f) (f)‘F(:):) coszdr mit F(z)= of %dt.
(12 Punkte)
Losung

e
fsmlnx Sllet fSlnydy__Cosy‘O_—COS7T+COSO—2
1

9 L1 1,101 ,4,._ 1 .10 1 .10
b) [¢'Inzdr =" {52 Ine — [ 52'° L de = 152" Inw — 55 2" + const

¢) 1. Moglichkeit: Integrand ist eine um 1 Verschobene, ungerade Funktion = Integral= 0
Subst 1 ydy —0

2
2. Moglichkeit: [(z —1)e@= 1" dz
0 1

—3y dy = —2 e‘éyﬁ — _9¢ 3¢ + %2

8y

1 e
d) f e_%ew dx Sugst. f
0 1

a .:[. a a
e) [sinhz coshz dx D cosh?z|¢ — [coshzsinhzdz = 2 [sinhz coshxdr = cosh?a — 1 =

0 0 0
sinh? a
2w pI 2w 2m
f) 1. Moglichkeit: [ cosz F(z)dzx "= sinaF(z)[3" fs1n1:293 SNE gy = —2 [sinzde =
0 0
—2m
. 1 . Subst. 2T
2. Moglichkeit: F(z) 2fsmydy = —2cosylf = —2cosz +1 = [coszF(z)dr =
0
27 27
— [2cos’xdx + [ coszdr = =27 +sinz|3™ = —27
0 0

7) Bestimmen Sie, ggf. mit der Regel von I'Hospital, folgende Grenzwerte:



8 (1) LmesEe (2) mYEl (3)  lim 2V*

Inz

xz—0 rx—1 T——400

z#0 z#£1

. 2z+sin § 1
(4) wl{l}_loo T+cosx (5) ]a.clﬂO (smx - E)

x#0
f(@)—f(zq) —f'(w0)
(6) lim ——2————, wobeizg€R und f : R — R zweimal stetig differenzierbar
TH#x(g

b) Berechnen Sie
(1) lim ¢/2n (1-23)*

n—oo

(2) i’f et

(3) Zeigen Sie, dass die Reihe lim Z 4k2 7 konvergiert, indem Sie die Partialsum-

’I’L-’OO =1
men betrachten und den Bruch so zerlegen, dass sich eine Teleskop-Summe ergibt.
Berechnen Sie den Grenzwert.
(12410 Punkte)

Losung:

Hosp Hosp
r— smx et Sl l—cosz sine __ 1
a) (1) hm = lim =% i_}o e = §

x—0

1

Hosp — .
(2) lim Y2t = lim 2 = f lim Vo= )

T
1 Inz =

; 1 stet. me Hosp. i 1
(3) lim z'/* = lim ex ! plim 2z HOSP- im L _
T—00 Tr— 00
in/2
(4) lim 2$+Sin% — lim g sinz/2 sin z/2 2+mli,moo sm; _2
z—o0 THCOST T—00 1+COSI L+ lim =
(5) lim (G — 3) = lim £50e Hosp o dcose HOSP- g sine 0
x—0 sine  x/) x—0 rsinz x—0 sinz+x cos 7—0 2cosr—xsinx

(6) (man kann auch substituieren h := x — zp und h — 0 betrachten)

) T
lim et @) Hosp. | ) ez0)- U 0)=f(eo) Hosp. . L)zt @=[')
T—x0 T—To T—x0 T—X0 r—20 T—T0
lim 5 f"(x) = 5 " (x0)
b) (1) lim ¥/2n (1 —2)?" =1lim /2 lim ¢/n [lim(1 — 2)"? =11 (e3)? =76

= k 1
e

(3) Ansatz: gz = a5y + 0 3
@1:a(2k+1)+ﬁ(2k—1)@1—a ﬁ\/O:a+,5<:>oz:%,ﬂ:—%

n n
1 1/2 1/2 1/2 /2 1/2 1/2 n—oo 1
= ];1 T2—1 = 22 21 Wil Z 3 —

2k+1 2k+1 — 1 = 2n+1 2

8)

a) Bestimmen Sie die Taylorreihe der Funktion




fiir den Entwicklungspunkt xg=0.
b) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Taylorreihe aus a).

c) Zeigen Sie durch Abschéitzung des Restgliedes, dass an der Stelle x:% die Taylorreihe
gegen den Funktionswert von f konvergiert.

Hinweis: Zur Restgliedabschétzung verwenden Sie 1-3-5-...-(2n—1) <2-4-6-...- 2n.
(12 Punkte)

Losung: a)

£ () = 13 (2n—1) 2 —a)

I ——

= Tyo(z) = nio: 1322.7.i2%nn—'1) n

b) lim |“) = lim 1-3~...~(2n+21)221n+%n! = lim 42”7“ =1lop=2
n—oo | 4n n=00 1.3.....(2n—1)22"+ 342 (ny 1)l n—oo 4ntl) T2

c¢) Nach dem Satz von Taylor gibt es ein £ = &, € [0,1/2] so dass das Restglied die Form hat
M) 13-..-(2n—1) n-1 n
R, = (3)" _ ( (2 )~ ( )

n! 2np!
Mittels Hlnwels lasst sich der erste Bruch durch 1 abschétzen:

| Bn| <

2n(2— s>"+2
Da2-¢>1 |R,[ <4 ™5 0= Beh

9) Eine zylindrische Fischdose der Hohe h, deren Grundfliche aus zwei Halbkreisen mit
Radius r und einem dazwischen liegenden Quadrat mit Seitenlénge 2r zusammengesetzt ist,
soll ein bestimmtes vorgegebenes Volumen V besitzen. In welchem Verhé&ltnis muss die Hohe
h zum Radius r gewihlt werden, damit die Materialkosten (Oberfliche der Dose inklusive
Boden und Deckel) minimal werden?

(10 Punkte)

Loésung;:
Volumen: V = Grundfliche x Hohe = (712 + 4r2)h = r2h(m + 4)

Oberfliche: O = 2 x Boden + Mantel = 2[(27)? + 72| + (4r + 27r)h = 2r? (4 + ) +rh(4 + 27)
Dass das Volumen fest vorgegeben ist, kann man dazu benutzen, um A in der Formel fiir die
Oberﬂache zu eliminieren:

h = TQ(W+4) =0=0(r)=2r4+7)+

Minimierung dieser Funktion:
|

O(r)y=4r(4+m7) — 7«124:#2; =0

SArf(d+m) =V EE &0 =V 2T
h _ \% _ 2(4+4m)

= r r3(m+4) — 24w

Summe: 100 Punkte



