LOSUNGEN
KLAUSUR MATHEMATIK I+II FUR INFORMATIKER
(NACHKLAUSUR’)
Borchers/Kriutle
Erlangen, den 26.03.2003

Aufgabe 1. Sei

12 1 o
A= 2 2t -2 ], b=| o
11 2 -2

a) Bestimmen Sie in Abhingigkeit von ¢ die Determinante der Matrix A.
b) Fiir welche «, t€R ist das lineare Gleichungssystem Ax = b eindeutig losbar?

¢) Bestimmen Sie diejenigen «a,t € R, fiir die das Gleichungssystem aus b) mehrdeutig
16sbar ist, und geben Sie die Losungsmenge fiir diese Félle an.

(12 Punkte)

L2 ! 2t —4 t2—4
Losung. a) z.B. det(A) =det | 0 2t —4 t2—4 | =1-det ( 1 1 > = 1?42t-8
0 -1 1
b) Das Gleichungssystem ist eindeutig losbar, wenn A invertierbar ist, also wenn det(A) # 0
(dann ist z = A~1b).
det(A) =0< ¢t =—1+3. Also:
A ist invertierbar fiir ¢t € R\ {2, -4}, o € R beliebig.

c) Es miissen die Félle ¢t = 2, t = —4 untersucht werden.
(1) Fall t = 2:
1 2 1] « 1 2 1 a
A= 24 2| | -0 0 0]c®—2a
11 2]-2 0 -1 1| 2—-«a

= ist genau dann lsbar, wenn a? — 2a = 0, also wenn « € {0, 2}.
(1.1) Fall t =2, = 0:
-3
1 lceR
1

—4
L= (2 +c
0
(1.2) Fall t =2, = 2:
—6 -3
L= (4 +c
0

1 lce R
1
(2) Fall t = —4:
1 2 1|« 1 2 1 a 1 2 1 a
A= 2 =8 14|a?2 | =0 —-12 12|a®*=2a | = 0 —-12 12 a? — 2«
1 1 2|-2 0 -1 1| -2—a« 0 0 0]—-24—10a—a?

= ist genau dann lsbar, wenn 24 + 10 + o? = 0 < o € {—4, -6}
(2.1) Fall t = 4,00 = —4:

1 2 1|« 0 -3
0 —-12 12|24 = L= -2 | +c 1 lce R
0 O 01]0 0 1



(2.2) Fall t = -4, = —6:

1 2 1l | « 2 -3
0 —12 12|48 = L= -4 | +c 1 lceR
0 0 010 0 1
Aufgabe 2
a) Ist die Gleichung
1 2
x| 1 ]|=| -4 |, zeR?
1 2

l6sbar? Bestimmen Sie ggf. alle Losungen.

b) Geben Sie ein notwendiges Kriterium fiir by, be, b3 €R an, damit die allgemeinere Glei-

chung
1 b1
T X 1 = by R $€R3,
1 bs
in x 16sbar ist.
(10 Punkte)
Loésung,.
a)
I 1 2 To—T3 = 2
) X 1 = —4 S r3 —T1 = —4
I3 1 2 Tr1 — T2 = 2
0 1 -1 T1 2
<— —1 O 1 To = —4
T3 2
Lose dieses Gleichungssystem:
0 0 —1] 2 1 0 —-1)| 4
-1 - 1 -1 4 — 10 1 =12
1 0 1 |-2 0 -1 1 |-2
1 0 —-1|4
-1 01 —-1]|2
00 010
4 1
= =2 |4+c| 1 |,ceR
0 1
b) Ein notwendiges (iibrigens auch hinreichendes) Kriterium ist:
1
bl | 1 ],alsoby+by+bg=0.
1
Aufgabe 3.

a) Ermitteln Sie alle komplexen Zahlen z, die folgende Bedingungen erfiillen. Geben Sie
die Losungen jeweils in der Form z = a + bi, a,b€R, an.



(i) 4z = —1,
(i) e’ =1,
(iii) 22 +1 = 2Im(2323) (z = das Konjugiert-Komplexe von z)

b) Bestimmen Sie diejenigen Polynome P vom Grad < 3 mit Koeffizienten in R, fiir die

gilt.
(12 Punkte)

Losung
a)
(i)z4:—%:%”
izk:%e%z’l’“, k=0,1,2,3

L E_ 1 (1 iy _ 1
Zo_ﬂe4_ﬁ<2+«/§>_2+2
= LT = L (L4 i) _143

1= T\ 272
po— LT 1 (1 )\ _ _1_ i

TR TR V22, 2 2
e L 1 (1 L)_l_z

3T Tva\vaT ve) T2 2
(i) e =1=e0 =2k ke Z & 22 =ik, ke Z

Falls k > 0: 2% = 2rke? i
Sz = \/271']{36%, z9 = V2rket
& 21 =V 27k % + ﬁ) =Vrk(l+1i), 20=—V7k(l+1)
Falls k < 0: 22 = 27|kl es

& 23 = \/27r]k\6377r, z4 = \/27r]k\e%r

& 2= /2] (—%+ &) = VAll(=1+4), 2= /a1 - 1)

Beide Fille zusammen: = L = {V/7k(1+1),Vrk(—1+1i), Vrk(l—1i),Vrk(—-1—1i)|k € N}
(iii) 22 + 1 = 2Im(2%23) = 2Im(|2]3) = 0 (da |2] € R)

also 22 = —1, z=+i

/N

b) Ein Polynom mit Koeffizienten in R mit Nullstelle ¢ hat auch Nullstelle —i. Aus den
3 bekannten Nullstellen ergeben sich 3 Linearfaktoren, die das Polynom enthalten muss:
(x —1),(x+1), (x —1).

Da der Grad auf 3 beschrénkt ist, bleibt nur

P(a)=c(@—i)(e+i)(e—1) =c(@+1) (@=1) = c(a® -2 +2 1)
Wegen P(0) = 1 folgt ¢ = —1, also P(z) = —2® + 2% — x + 1 ist einzige Losung.

(Alternativer Losungsweg: Allgemeiner Ansatz als Polynom dritten Grades, Bedingungen
ausnutzen fiihrt auf lineares Gleichungssystem fiir Koeffizienten)

Aufgabe 4. Die lineare Abbildung f : R?® — R3 sei bzgl. der kanonischen Basis e; =
(1,0,0)7,e2 = (0,1,0) ", e3 = (0,0,1) " durch die Matrix

4 2 8
A= -2 2 2
0 1

o



gegeben. Bestimmen Sie die dieser Abbildung zugeordnete Matrix A’ bzgl. der Basis (im Bild-
und Urbildraum)

1 -1 0
=111, ey = 1], es=10
0 0 1

(10 Punkte)

Losung. Sei ey, es, e3 die Standardbasis des R3. Es ist

/ / /
e1 =¢€1+ez, € =—e;+e, e3=e3.

Die Matrix des Basiswechsels von {e1, e, e3} nach {e], ), €5} ist also

1 -1 0
c=11 1 0
0 0 1

Die Matrix des Basiswechsels von {e], e}, €5} nach {ey, e2,e3} ist C1,

1 -1 0[0 0 0 1 0 0] 1/2 1/2 0
ClEy=Cc=(1 1 0|0 0o0]|]—[010]|-1/2 1/2 0 |=(EIC™Y
0 0 1[0 0 0 00 1| 0 0 1
1/2 1/2 0 6 —2 8
— A = cltAac=| -1/2 1/2 0 0 4 2
0 0 1 0 0 1
3 1 5
= -3 3 -3
0 0 1

Aufgabe 5.
a) Bestlmmen Sie die Konvergenzradien der folgenden Potenzreihen:

>Z3 B(—1)k L35 Zh2l) ok )’glk(l—i—g) o) 3k (1= )M gk

k=1

b) Zeigen Sie, dass die Reihe lim Z (sl +1) konvergiert, indem Sie die Partialsummen

7’7,—)()0
betrachten und den Bruch so als leferenz schreiben, dass sich eine Teleskop-Summe
ergibt. Berechnen Sie den Grenzwert.

(9 Punkte)

Loésung,.
3=k 1.3, (241K 241 k—oo 9

_3
= GFDI3F13..(2h=1) _ 3ktD) 3 7 R=3

(ii) Wurzelkriterium: {/|ax| = {/k(1 + l)k \/E(l + ) ¥l — R=1
(i) Wurzelkriterium: {/|ay| = \/ (1= )% =4 ( )k "¥0.e =0 = R=o0

Ak+1

a) (i) Quotientenkriterium: | =7

b) Idee: Versuche Sy +1)' als % ~ :11)? zu schreiben (—>Teleskopsumme')

"k “(k+1)-1 K k+1 - 1 &1
Z [ Z o Z ! Z Z K !
— (k+1)! — (k+1)! prd (k+1)! k+1 — k! — (k+1)!

z”: 1 &1 1 . L now,
— _ —_— = — — — = _——-— —
el (n+1)! (n+1)!



Aufgabe 6. Berechnen Sie die folgenden Integrale (mittels Substitution oder partieller Inte-
gration):

71'/2 X e
a) [ sinzcosz ST gy, D) [ V1 —sin?z sin? x dx
0 0
e™/? 1 IR
¢) [ cos(lnzx)dr, d) [6z F(x)dx wobei F(z)= [e " dt
1 0 T
Hinweis zu c): zweimal partielle Integration
(9 Punkte)
Loésung.
a)
w/2 1
- :=sin? 1 1 1
/sinxcosa:esm%dx y=sin () —/eydy =selh=5(e—1)
2 2 2
0 0
b)
T T 0
/ V1 —sin?z sin? x de = /cosm sinzde VT2 /mQ dr=20
0 0 0
c)
e™/2 e™/2
g ™ 1
/ cos(Inz) dx b x cos(lnx)|§ 4 / xsin(lnzx) — dx
x
1 1
em™/2
L ™ 1
P (xcos(lnz) + zsin(lnx)) | 2 / zcos(lnz) — dx
x
1
e™/2
1 ™ 1
= / cos(Inx) dx = 5 (xcos(Inzx) + zsin(Inx)) |§ - 5(@”/2 -1)
1
d)

1 1 1 z=l
/6$F(l‘) de = 32? F(x)|} —/33:2 F'(z)dr = [33:2/e_t3 dt] - /3332(—1) e dx
0 0 x 2=0 0

1 1
3
= /Bx2 e dy V' /ey dy = —eYg=1-¢""
0 0
Aufgabe 7. ) -
a) Sei f(z,y) = == <x;@;)j;‘; (@=v) figy (z,y)#(0,0). Bestimmen Sie lin%) f(z, x), lir% f(z,—x).
Tr— Tr—

b) Sei die Funktionenfolge (f,) definiert durch f,,(z) = In((1+ )" + %) Berechnen Sie
die Grenzfunktion f(x) = lim f,(z), x€R.

¢) Bestimmen Sie mit der Regel von I"'Hospital folgende Grenzwerte:

i V-1 - 1—cos? : 2_4
(1) limg== (2) lm = (3) lim S
. . Inz
(4) }Cli]%\/ilnx (5) CCEI—EOO\/E

>0



(6) lllin% h—12 (f(xo+h) —2f(x0) + f(xg—h)), wobei zg€R und f: R — R zweimal
stetig differenzierbar
(18 Punkte)

Losung.
a) f(z,x) =0Vz #0, f(x,—x):%:co@%?-?(%y 0 1.2.12=2
b) tim I ((1+2)" + -2 S 1 tim (42 +25) =t +0) =z

)
1

—~ O

)

. vz —1Hosp. . 35 Ly=1/2
1 =" lim =21 [
i

1 — cos 22 Hosp. . 2sin 2o Hosp. I 4 cos2x
————— =" lim =" lim

lim = - = =4
z—0 1 —cosx z—0 sinx z—0 COSZ
3)
i 2 —4 Ho_sp._ 256_21, 73_1
o325 32 ashrt | Bamst 20
(@ 1
1 H =
hm\/_lnx—hm S T - =—2limyxz =0
z—0 1 z-1/2 z—0 %1‘_5 x—0
o) 1
| H =
lim ﬂ =P lim 316 = lim —=0

flxo+ h) —2f(xo) + f(zo + h) Hosp. f'(xo+h)— f'(zo — h)

fim h2 = )
H . 1 h 1! h
O:Sp }ILH% f (xO + ) ‘; f (mO + ) _ f”(xo)

Aufgabe 8.

a) Bestimmen Sie das Taylorpolynom T3 zweiten Grades der Funktion

xT

flzx)=1+2>+ /cos(t3) dt

0

fiir den Entwicklungspunkt x¢=0.

b) Bestimmen Sie eine Schranke S >0, so dass

1
|To(z) — f(x)] < S fiir alle x€R mit |z]| < 0"

Hinweis: Restgliedabschitzung



(10 Punkte)

Losung.

f@) =142+ [eos()dt  f(0)=1
0
f'(x) = 2z + cos(z3) f(0)y=1
1" (x) =2 — 3z%sin(23) f"(0)=2
f"(x) = —6xsin(x3) — 9z cos(z3)

— Ty(x) =1+ + >

b)
f”/(f) .’L‘3

Fla) ~ Tofw) = R= 10T — —(gsin(€) + 5 € cosle?)) o

Mit |z < 107! folgt |¢] < 107! und

3 5
Rl < (gl-1+5¢ - D’ < Sl <25-1077

Aufgabe 9. Bestimmen Sie das globale Maximum und das globale Minimum der Funktions-
werte auf dem Kreisrand mit Radius r =5 und Mittelpunkt im Ursprung fiir die Funktion
f(x,y) = 2%y>. Geben Sie alle Punkte (x,y) an, in denen die Extrema angenommen werden.

(10 Punkte)

Loésung. Offensichtlich ist f > 0, und fiir z = 0 oder y = 0 ist f = 0, fiir alle anderen (z,y)
ist f > 0. Das Minimum ist also = 0 und wird an den Stellen (0,5), (0,-5), (5,0), (=5,0)
angenommen.

Suche nach Maxima: Aus Symmetriegriinden reicht die Betrachtung des 1. Quadranten. Dort
gilt auf dem Kreisrand y = v/25 — z2. f hat dort ein Maximum, wenn

h(z) == f(z,V/25 — 22) = 22(25 — z?)

ein Maximum auf [0, 5] hat.
W (z) =50z — 42® = 4z(% — 2?) L0e=a=0Va= %
Inklusive der Rénder des Intervalls kommen also x = 0, %,5 als Extremstellen in Frage.

z = 0 und & = 5 wurden bereits als Minimalstellen identifiziert. Also ist (x,y) = (%, %)

Maximalstelle, Maximum = %.
Aus Symmetriegriinden gibt es 4 Maximalstellen (:t%, +

).

Sl

Summe: 100 Punkte



