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A1)

Wir werfen drei reguläre Würfel. Sei A das Ereignis, dass keiner der Würfel eine Eins zeigt. Sei B
das Ereignis, dass keiner der Würfel eine Sechs zeigt.

a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten P (A), P (B), P (A∩B), P (A∪B), P (A∪B), P (A∩B).

Bemerkung: Potenzen müssen nicht ausgerechnet werden, Brüche müssen nicht auf einfachste
Form gebracht werden.

b) Wie groß ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eine Eins gewürfelt wird, unter
der Bedingung, dass mindestens eine Sechs gewürfelt wird?

Bemerkung: Bitte das Ergebnis als gekürzten Bruch hinschreiben.

(4+2=6 Punkte)

Lösungsvorschlag:

Es handelt sich um ein Laplace-Experimen, Ω={1, 2, ..., 6}3, |Ω|=63=216.

a) A={2, 3, ..., 6}3 ; |A|=53 ; P (A)= |A|
|Ω| =

53

63

B={1, 2, ..., 5}3 ; |B|=53 ; P (B)= |B|
|Ω| =

53

63

A∩B={2, 3, 4, 5}3 ; |A∩B|=43 ; P (A∩B)= |A∩B|
|Ω| = 43

63

Nun weiter mit Rechenregeln:

P (A∪B)=P (A)+P (B)−P (A∩B)=2· 53
63
− 43

63

P (A∪B)=1−P (A∪B)= 63−2·53+43

63

P (A∩B)
deMorgan
= P (A∪B)= 63−2·53+43

63

b) Unter Verwendung von a) bekommen wir

p = P (A|B) = P (A∩B)

P (B)

(a)
= 63−2·53+4

63−53
= 216−250+64

216−125
= 30

91
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A2)

In einer Lostrommel befinden sich neun Lose, die von 1 bis 9 durchnumeriert sind. Es werden drei
Lose ohne Zurücklegen gezogen, und diese drei Lose werden in einen Umschlag gesteckt.
Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit p, dass die drei Losnummern, die sich in dem Umschlag befinden,
drei aufeinanderfolgende Nummern haben?

Bemerkung: Ergebnis als gekürzten Bruch hinschreiben.

(3 Punkte)

Lösungsvorschlag:

Variante 1: Ziehen ohne Zurücklegen, ohne Beachtung der Reihenfolge.

Anzahl aller Ergebnisse: Es gibt

(
9
3

)
= 9·8·7

3·2·1 = 3 · 4 · 7 Möglichkeiten, drei Lose aus 9 Losen zu

ziehen (d.h. 3-elementige Teilmengen einer 9-elementigen Menge zu bilden).

Günstige Ergebnisse: Diejenigen mit drei aufeinanderfolgenden Losnummern sind:
{1, 2, 3}, {2, 3, 4}, ..., {7, 8, 9}, das sind 7 Möglichkeiten.

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist also 7
3·4·7 = 1

12
.

Variante 2: Man kann das Zufallsexperiment auch als Ziehen ohne Zurücklegen mit Beachtung der
Reihenfolge beschreiben. Anstatt, wie oben, die Anzahl von dreielementigen Teilmengen zählen wir
dann die Anzahl von Drei-Tupeln:
Es gibt insgesamt 9 ·8 ·7 Möglichkeiten, ein Tripel zu ziehen. Davon sind 3! ·7 viele günstig. Es ergibt
sich so ebenfalls die Wahrscheinlichkeit 6·7

9·8·7 = 1
12
.

Variante 3: Einige haben versucht, alle günstigen Elementarereignisse aufzuzählen, was etwas mühsam
ist; in etwa so:
Ist der erste Zug 1, so gibt es für die beiden übrigen Züge 2 Möglichkeiten: (2, 3) und (3, 2).
Ist der erste Zug 2, so gibt es für die beiden übrigen Züge 4 Möglichkeiten: (1, 3), (3, 1) und (3, 4), (4, 3).
Ist der erste Zug 3, so gibt es für die beiden übrigen Züge 6 Möglichkeiten: (1, 2), (2, 1) und (2, 4), (4, 2)
und (4, 5), (5, 4).
Ist der erste Zug 4, so gibt es für die beiden übrigen Züge 6 Möglichkeiten: ...
Ist der erste Zug 5, so gibt es für die beiden übrigen Züge 6 Möglichkeiten: ...
Ist der erste Zug 6, so gibt es für die beiden übrigen Züge 6 Möglichkeiten: ...
Ist der erste Zug 7, so gibt es für die beiden übrigen Züge 6 Möglichkeiten: ...
Ist der erste Zug 8, so gibt es für die beiden übrigen Züge 4 Möglichkeiten: ...
Ist der erste Zug 9, so gibt es für die beiden übrigen Züge 2 Möglichkeiten: ...
Das sind insgesamt 2 · 2 + 2 · 4 + 5 · 6 = 42 günstige Elementarereignisse.
Insgesamt gibt es 9 · 8 · 7 Tripel.

Ergebnis: 42
9·8·7 = 6·�7

9·8·�7
= 1

12
.
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A3)

SeienX1 undX2 zwei diskrete, stochastisch unabhängige Zufallsvariablen. Beide haben die Zähldichte

f(k) = P ({Xi=k}) = p (1−p)k , k∈N0 , i=1, 2 ,

mit dem selben Parameter p∈(0, 1).
Berechnen Sie die Zähldichte (=Wahrscheinlichkeitsfunktion) der Zufallsvariable Y :=X1+X2 .

(2 Punkte)

Lösungsvorschlag:

Per (diskreter) Faltung:

P ({Y =n}) = fY(n) =
∑
k

fX1(n−k) fX2(k) =
n∑

k=0

f(n−k) f(k)

=
n∑

k=0

p (1−p)n−k · p (1−p)k =
n∑

k=0

p2(1−p)n = (n+1) p2(1−p)n ∀n∈N0

Bemerkung: Wenn man unsicher ist, über welche k zu summieren ist: Über solche, für die
fX1(n−k) fX2(k)> 0, also solche, für die n−k ∈N0 ∧ k ∈ N0, und das sind alle k = 0, 1, ..., n, für
n∈N0.

Wenn man sich an keinerlei Formel erinnert, kann es es sich so überlegen:

P ({Y =n}) = P ({X1+X2=n}) =
∑n

k=0 P ({X1=n−k ∧ X2=k})

=
∑n

k=0 P ({X1=n−k} ∩ {X2=k}) st.unabh.
=

∑n
k=0 P ({X1=n−k}) · P ({X2=k})

=
∑
k

fX1(n−k) fX2(k) = ... (weiter wie oben)
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A4)

Seien X1 und X2 stochastisch unabhängige Zufallsvariablen. Sei X1 uniform verteilt über der Menge
(0, 1)⊂R, und sei X2 exponentiell verteilt mit Parameter λ=1. Stellen Sie die Dichte des Zufallsvek-
tors X = (X1, X2) auf und berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses B := {|X1−X2|<1}.

(5 Punkte)

Lösungsvorschlag:

Eine Skizze ist überaus hilfreich:

Der Bereich, in dem die Dichte von X von null verschieden ist: M = (0, 1)×(0,∞)

Dichte: fX(x1, x2)
st.unabh.
= fX1(x1) f

X2(x2) =

{
e−x2 , (x1, x2)∈M
0 , sonst

Ereignis, dessen Wahrscheinlichkeit wir suchen:

B = {|X1−X2|<1} = {(x1, x2)∈R2 |x1−1<x2<x1+1}
B∩M = {(x1, x2)∈R2 | 0<x1<1 , 0<x2<x1+1}

P (B) =

∫
B

f(x1, x2) d(x1, x2) =

∫
B∩M

f(x1, x2) d(x1, x2)
(∗)
=

1∫
x1=0

1+x1∫
x2=0

e−x2 dx2 dx1

=

1∫
0

−e−x2

∣∣∣1+x1

0
dx1 =

∫ 1

0

(1− e−1−x1) dx1 = x1+e−1−x1

∣∣∣1
0
= 1 + e−2 − e−1

An der Stelle (*) überlegt man sich, dass man für den Normalbereich B∩M am besten erst in x2

und dann in x1-Richtung integriert. Wenn man’s umgekehrt macht, muss man B∩M in zwei Teile
unterteilen.
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A5)

Wir betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum (R2,B2, P ), wobei das Wahrscheinlichkeitsmaß P die
uniforme Verteilung über der Menge

M :=
{
(x, y)∈R2

∣∣ − π

2
<x<

π

2
, 0<y< cosx

}
sei.
Berechnen Sie P ({

√
x2+y2< 1

2
}) .

(3 Punkte)

Lösungsvorschlag:

Eine Skizze kann nicht schaden:

Wir setzen B :={
√

x2+y2< 1
2
}.

Es ist λ2(M) =
∫ π

2

−π
2
cosx dx = sin

∣∣π/2
−π/2

= 2

und λ2(B∩M) = 1
2
π(1

2
)2 = π

8
(Halbkreis mit Radius 1

2
).

Somit P (B) = λ2(B∩M)
λ2(M)

= π/8
2

= π
16
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A6)

Die Zufallsvariable X sei exponentiell verteilt mit Parameter λ > 0. Bestimmen Sie die Dichte der
Zufallsvariable Y :=eX .

(3 Punkte)

Lösungsvorschlag:

Da G(x) := ex, M → M∗, M= R+, M∗=(1,∞) so schön bijektiv ist, ist hier wohl der Transforma-
tionssatz für Dichten (gilt auch im Eindimensionalen!) der einfachste Weg:

fX(x) =

{
λ e−λx , x∈M=R+

0 , sonst

x = G−1(y) = ln y ,

| det(JG−1(y))| = |(G−1)′(y)| = 1
y

Somit fY (y) = fX(G−1(y)) · | det(JG−1(y))| = λ e−λ ln y · 1
y
für y∈M∗=(1,∞).

Ergebnis:

fY (y) =

{
λ 1

y
e−λ ln y , y>1

0 , y≤1

Alternative: Über die Verteilungsfunktionen:

FX(t) =
∫∞
−∞ fX(τ) dτ =

{ ∫ t

0
λ e−λτ dτ = −e−λτ

∣∣t
0
= 1− e−λt , t>0

0 , t≤0

F Y (t) = P ({Y ≤ t}) = P ({eX≤ t})∩{X>0}︸ ︷︷ ︸
wg. fX bzw. M

)

= P ({X≤ ln t} ∩ {X>0})

=

{
P (∅) = 0 , falls ln t≤0 d.h. t≤1

FX(ln t) = 1− e−λ ln t , falls t>1

Ergebnis:

fY (t) =
d

dt
F Y(t) =

{
λ
t
e−λ ln t , t>1

0 , t<1

Das Ergebnis kann man noch vereinfachen (kein Punktabzug, falls das fehlte):

fY (t) =
d

dt
F Y(t) =


λ

tλ+1 , t>1

0 , t<1
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A7)

Seien X1 und X2 stochastisch unabhängige, beide mit dem gleichen Parameter λ > 0 exponentiell
verteilte Zufallsvariable.
Bestimmen Sie die Dichte fY des Zufallsvektors Y =(Y1, Y2), wobei

Y1 :=X2
1 , Y2 :=

1
2
(X1+X2) .

(5 Punkte)

Lösungsvorschlag:

Wir haben fX(x1, x2)
st.unabh.
= fX1(x1) · fX2(x2) =

{
λ2 e−λx1e−λx2 , (x1, x2)∈R+×R+=:M
0 , sonst

und G(x1, x2) =

(
x2
1

1
2
(x1+x2)

)
=

(
y1
y2

)
.

Wir benutzen den Transformationssatz für Dichten. Dazu G−1:
x1=

√
y1 und

x1+x2 = 2y2 ; x2 = 2y2−x1 = 2y2−
√
y1

Den Rand von M∗=G(M) findet man, indem man x1=0 ∧ x2≥ 0 sowie x1≥ 0 ∧ x2=0 betrachtet
und schaut, welche y-Werte man dafür bekommt, nämlich einmal y1=0 und einmal y2=

1
2

√
y1. Also

ist M∗ = {R+×R+ | y2> 1
2

√
y1}.

Ferner | det(JG−1(y1, y2))| =
∣∣∣ det( 1

2
√
y1

0

∗ 2

)∣∣∣ = 1√
y1
.

Somit fY (y1, y2) = fX(G−1(y1, y2)) | det(JG−1(y1, y2))| = λ2����e−λ
√
y1 e−λ(2y2���−√

y1) · 1√
y1

für (y1, y2)∈M∗.

Ergebnis:

fY (y1, y2) =

{
λ2 1√

y1
e−2λy2 , (y1, y2)∈M∗= {R+×R+ | y2> 1

2

√
y1}

0 , sonst
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A8)

Die Zufallsvariable X sei exponentiell verteilt mit Parameter λ=1. Sei Y := min{1, X}. Berechnen
Sie E(Y ) und E(Y 2).
Hinweis: Sie können verwenden:

∫
x2 e−x dx = −(2+2x+x2) e−x

(5 Punkte)

Lösungsvorschlag:

Wir benutzen den Kompositionssatz: E(g(X)) =
∫
g(x) fX(x) dx:

E(Y ) = E(min{1, X}) =
∫

min{1, x} fX(x) dx =

∫ ∞

0

min{1, x} e−x dx

=

∫ 1

0

x e−x dx+

∫ ∞

1

e−x dx

(p.I.)
= x (−e−x)

∣∣1
0
−
∫ 1

0

1 · (−e−x) dx+

∫ ∞

1

e−x dx

= −e−1 +

∫ ∞

0

e−x dx = −e−1 −
(
e−x

∣∣∞
0

)
= 1− e−1

E(Y 2) = E(min{1, X2}) =
∫

min{1, x2} fX dx

=

∫ 1

0

x2 e−x dx+

∫ ∞

1

e−x dx

(Hinw.)
= −(2+2x+x2) e−x

∣∣∣1
0
+ e−1 = −5 e−1 + 2 + e−1

= 2− 4 e−1
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A9)

Seien X1, ..., Xn stochastisch unabhängige N (µ, σ2)-verteilte Zufallsvariablen, mit µ∈R und σ2>0.
Sei

Y :=
n∑

i=1

Xi und Z := nX1 .

Wie groß sind E(Y ), E(Z), Var(Y ), Var(Z), Var(X1+Y ) ?
(4 Punkte)

Lösungsvorschlag:

Es ist E(Xi) = µ und Var(Xi) = σ2 für alle i=1, ..., n.
Mit den Rechenregeln folgt:

E(Y ) = E(
∑n

i=1Xi) =
∑n

i=1E(Xi) =
∑n

i=1 µ = nµ

E(Z) = E(nX1) = nE(X1) = nµ

Var(Y ) = Var(X1+ ...+Xn)
(∗)
= Var(X1)+ ...+Var(Xn) = nσ2

Var(nX1) = n2Var(X1) = n2σ2

An der Stelle (*) wird gebraucht, dass die Xi stochastisch unabhängig sind.

Zu Var(X1+Y ):

Vorsicht, folgende Rechnung ist falsch:

Var(X1+Y )
falsch!
= Var(X1) + Var(Y ) = σ2 + nσ2 = (n+1) σ2

Dies würde erfordern, dass X1 und Y stochastisch unabhängig sind, aber das sind sie i.a. nicht.

Stattdessen so:

Var(X1+Y ) = Var(2X1 +X2 + ...+Xn)
(∗)
= Var(2X1)+Var(X2)+ ...+Var(Xn)

= 4Var(X1)+Var(X2)+ ...+Var(Xn) = 4σ2 + (n−1)σ2 = (n+3) σ2
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A10)

Seien die Zufallsvariablen X1, ..., Xn stochastisch unabhängig und Bernoulli-verteilt mit Parameter
p∈(0, 1), also P ({Xi=1})=p ,P ({Xi=0})=1−p für alle i=1..., n. Sei

Yn :=
n∑

i=1

Xi und p=
1

5
und n=2500 .

a) Benutzen Sie den Zentralen Grenzwertsatz und die Verteilungsfunktion Φ der Standardnormal-
verteilung, um

P ({Y2500<550})

näherungsweise zu bestimmen.

b) Benutzen Sie die Tschebyscheffsche Ungleichung, um eine Schranke für

P ({|Y2500−E(Y2500)|>200})

zu bestimmen.

(2+2=4 Punkte)

Lösungsvorschlag:

Wir wissen, dass Yn binomialverteilt ist.
Es ist E(Yn)=np und Var(Yn)=np(1−p),
also E(Y2500)=500 und Var(Y2500)=400.

a) Die Standardisierung von Yn ist

Ỹn :=
Yn − E(Yn)√

Var(Yn)
=

Yn − np√
np(1−p)

=
Y2500 − 500

20

Wir formen die gegebene Bedingung in eine Bedingung an Ỹn um:

P ({Y2500 < 550}) | − 500

= P ({Y2500 − 500 < 50}) | : 20

= P ({Y2500−500
20

< 2.5})
(ZGWS)

≈ Φ(2.5)

b)

P ({|Y2500−E(Y2500)|>200}) ≤ Var(Y2500)

2002
=

400

2002
=

2

200
=

1

100

(Summe: 40 Punkte)
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