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SINGUIARWERTZERLEGUNG (SVD) MahixMortuqonaÑng#
Nochmal Kurz zur Wiederholung : µ

- '
= MT

Definition (SVD)
Sei AER

"

? n.me IN ,
eine Matrix

, so
ist eine Sinan RWERTZERLEGUNGCSVD)

von A eine Faktorisieneng

(
"
"
i. IA-= U . -2 . VT

→ ← I

in die orthogonalen Matrizen Ue R
" "

, ✓ c- IRM
'm

und die Diagonalmatrix
IE Pimm

,
s .
d. fñr alle 1£ is min (min) gilt Iii 7%+1,;+ , 70 .

M

•

AE
1122×2
,

Interpretation (geometrids) : ^
¥2U2

DastsilddertinheitssphareuntrirgendeinerfuummmmmyÉ , >
nxm- Matrix ist eine Hyperellipse . fan ,¥1

L
"

Berechnung :

1 Berechnung der SingularWerle oi : Wurzeln der EW von
ATA Oder AAT

.

←
V u

f
2 Berechnungder Recht

- / Linkssingularvektorenñberzugehoñge
Eigenvektoren von ATA / AAT

.

3 Berechnung der Links - / Rechtssingularuektoren ñber Formel :

A- Vi = Oi Ui und ATU ; = 0; Vi fñr I fit min (nm) .

+ Rest iiber Orthonormalbasis
.

FRAGE 1 ANTWORT :

Die sortieing der spatter von UN NEIN !
ist egal . . .
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FRAGE 2 ANTWORT :

Eine Singularwertzerlegung ,
bitter ! Sud von A- = ( 1° 10

01 01 ) :

At __ ( Eg Eg)• AAT
,
ATA :

AAT = ( 20 ) ATA=/ ? ? ? ?• : : : :)
① Singularwerle :

→ EW von AAT Sind
a
Leicht

"

abzulesen : 2
,
= 22=2

.

⇒ o
,
= oz

= Mz ( Singular vote von A) .

② Linkssingular ventures :

→ EV von AAT : us = (f) , uz = ( ? ) ( sehenbzw .

ausrechnen)
③ Recktssiujularvektorer :

no v1 = to
.

. Atu
,
= Yrz( 9) (b) = Yrz( %) .

v2
-
- to
,

- Atua = tr ( E) 4,0 ) = HE (F) .

~☒vs= he v34 = Yrz (%)
0 I 0 I

→ v. E. f.%:|
110 I 0 - I

→ a- 169 ) -2=(7%88)
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FRAEE 3 B=¥( % g)
WS 18119 : Aufgabe 7£ u÷f?¢ :)

VE (
I 0

Snake nach I
,
Sd

.

o -

1)
B= U . -2 .

VT :

⇐ [ = UT - B - V

r

E- ( IE)

( 39 -4oz )a. E. vT=¥(?q§ ) = ¥
-ao

, -3oz

12 -12±¥(
→ - g)

⇒ 9=4
, 02=3

⇒ -2--1 :?)
.

-
a

tausk.mil- 1. Shik Tausdee Smit

spake⇐ 1%91=18%11%0,418%7
"

't
00 100
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LEE

r

Ring ; Entsprieht Anzahlzu Null verschiedener Singularnote:

rang A = 2

Konditionszahl Kz :

kz=II÷ = $÷ = ¥

A
"
= V. IN . UT -

B

KF :(A) = HAVE . HA
"

He = €+2T . TÉ+Ñ
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FRAGE 4

Was ten bei wehoeren
"

id
.

"

Elements?

1- 6 6 6

1 45 1
~☒ Pivotelement? egal ,

am bester nicht
permutioes(1 2 15

1 2 62 )
to:::2,4J ;) → Pivotelement ? egal , wñhk eines

da von
.

wenn P

Symon .

damn

Legal .

F A ✗ = b ⇐ PLR ✗ = b ⇐ 412^51 =⑧b
⇒R
I
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NORM G- LINEARE ALGEBRA

FRAGE 5

552018 - Aufgabe 7-d
.

Funktion f : R2→ R ,
✗ → IX. 1+1×21

.

1st f eine Norm?

r JA , fist eine Norm :

Ad 1) Pouch. : ☒ Sei ✗ c- 1122 bet
.

fcx ) =/× , / + 1×121 70 ✓

To If

f-G) = 1×11+1×21=0 ⇐ TÉÉ= - ÉÉ = 0

⇐ ×
,
= ✗2=0 ⇐ ✗ =

.

( Houuojenitetl
ADI fax ) = 12×11 + 16×21 = 121 . (1×1+1×21)=131 - ft )
DEIR

Edd ) ( b- Ugl . ) fcxty ) =/ × , -14,1+1×2+421

f 1×11+14,1 + 1×21+1421=-11×1 + 4)
.

1- list Norm
J

auf 112
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Aufgabe 7 — Lineare Algebra (14 Punkte)
Von der Matrix A sei die Singulärwertzerlegung bekannt:

A =
1

5

5
15 ≠8

≠20 ≠6

6
=

5 3
5

4
5

≠
4
5

3
5

6 5
5 0

0 2

6 5
1 0

0 ≠1

6

a) Bestimmen Sie den Rang, die Konditionszahl Ÿ2 bezüglich der Spektralnorm ||.||2 und die Eigenwerte von

AAT
.

b) Geben Sie die Definitionen der Spektralnorm || · ||2, der Zeilensummennorm || · ||Œ und der Frobeniusnorm

|| · ||F an und bestimmen Sie ||A||2, ||A||Œ und ||A||F .

-

-

rang A := 2

EW von AAT : ✗ ,
= 52=25 ✗ z = 22--4

• 11MHz = iÉÉ = 0
,

→ It Allz = 5

• 11m11 ,== t.EE?Mi;T=F-F-- 110112
i =L

-

→ 11A Ilp = 5422N = 25T€ = ↳

• 11m16 = Max ÉMMijµ
- i -1=1

→ Halloo = max { ¥ -1¥ , ¥ + ¥ } = 5¥
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Aufgabe 7 — Lineare Algebra (10 Punkte)
Gegeben sei die Matrix

A– =

Q

a
1 0 2
0 2 0
– 0 4

R

b œ R3◊3

mit a œ R.

a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von A– für – = 0 und – = 2.
s

Ake Ao : 1,24
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b) Definieren Sie die Konditionszahl Ÿ und geben Sie diese für A0 an.

c) Geben Sie an, ob die Matrix A0 singulär ist und ob die Matrix A2 singulär ist. Begründen Sie Ihre
Antwort.

←
falls AÉ÷%

k(A) = 11 All • 11 A- ' II = 11 All . 111--111

HAH HA-111ns
m -

yfAo) = k£&%&) = 4 . 11g = by

A
UI . A diagonalisiobar ⇒ SUD ist Eigenwottelejunf

⇒ 9=4 , 02=2,03--1

A-
I
= (

1° - %
⇒ Kz (A) = 4

0 V2 0

00 V4) -

d

Ao ist nicht -singular

Az ist singular
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GRAPHENE
1

Warren nicht mit sich selbst verbunder
?

→ je nach Definition loisst man
"
Schleifer

"

nicht
zu bei Graphene ( sonst : wahrscheinlich Fehler)
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FRAGE 6

Wann ist Graph tusammenhaujend ?

Gerichteto Graph G- heist starve 2-stab . , wenn es zwischen

zwei bet . Rooter v.WE G- ,
sowohl einen Pfad v →

. . .

→ w
,

als auch w →
. .

.

→ v gist .

Bsp ÷•Kur-z Von jd . Knoten kommt

man tu jd .
andeoen knots

. -1
I 2 3 4

1 2 4 00 2 Schirach

A? / 2 1 00 ) na

4 0 043

Zshgd .

3 0 0 2 3

(
2304

⇒ ②r stark÷±÷3000 ← e- shgd -

I 00 I

6230

)
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Aufgabe 3 — Baryzentrische Koordinaten (7 Punkte)
Im Folgenden ist fl das Gewicht von R, ‡ das Gewicht von S und · das Gewicht von T .

a) Zeichnen Sie die Bereiche in die Skizzen ein für die die gegebenen Gewichte gelten.

fl Ø 0 · ‡ Ø 0 · · Ø 0 fl Æ 0 · ‡ Æ 0 · · Ø 0

fl = 0 · ‡ Ø 0 · · Æ 0 fl Æ 0 · ‡ Ø 0 · · Ø 0

DEA

-

Éd☒
. . . . .= .

* is
"

-

¥%q%
☒

9=0

' "

"

-
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Klausur Algorithmik kontinuierlicher Systeme, 02. August 2019 7

b) Berechnen Sie bezüglich des Dreiecks mit den Koordinaten R = [≠2, 0]T , S = [0, ≠1]T , T = [2, 2]T die
Koordinaten für die Punkte P1, P2, P3 mit folgenden baryzentrischen Koordinaten

fl ‡ ·

P1 0.5 0.25 0.25
P2 ≠1 2/3 1/3
P3 0 1/3 2/3

Pz
, Pz analog

D= E. (1) + E. (9) + I (E) = (%)
,

i I = I = I
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Aufgabe 3 — Interpolation (11 Punkte)
a) Beschreiben Sie knapp den Unterschied zwischen Interpolation und Approximation.

b) Lagrange Polynome Geben Sie die drei Lagrangepolynome L1(x), L2(x), L3(x) zu den Stützstellen
x1 = 0, x2 = 0.5, x3 = 1 an. Vereinfachen Sie die Darstellung so weit wie möglich.
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Klausur Algorithmik kontinuierlicher Systeme, 14. August 2020 7

c) Bilineare Interpolation Gegeben ist ein rechteckiges Gebiet, das in x-Richtung durch x1 und x2 mit
x1 < x2 und in y-Richtung durch y1 und y2 mit y1 < y2 begrenzt ist. An den Ecken sind folgende Werte
gegeben:

Ecke (x1,y1) (x1,y2) (x2,y1) (x2,y2)
Wert v11 v12 v21 v22

Geben Sie die bilineare Interpolationsfunktion f(x, y) für x1 Æ x Æ x2 und y1 Æ y Æ y2 an.

✗ •?
✗242

☐①00
*¥*zu

$
→ fain = fÉ + va

'

ur +
' V22

~

fcxiy ) = Y÷
,

fcxiy ,
) + flxiyz)

)

✗
,
= 2 y ,

= 3 ✗ =3
, 4=4

✗2=4 yz= 5 V1 , = 10 yz = 20 vz,
= 30 Vzz=40

→ f- 1×137=4-5--10 -1×-22--30 µ
5+15=20

f- ( ✗ 151 = . 20 + ¥ . 40 ¥3 10+20 = 30

⇒ f( 3 ,
4) = 5¥ . 20 + 4¥ . 30 = 10+15 =25=
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BIUNEARE INTERPOLATION

a.ie#-----*ij.i-
-

§ ⑨⇐ " """
Cia .eu §

l
v f v

Gil¥ 921

¢
Linear int . (g , , , 9-a) = +2
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Aufgabe 8 — Nichtlineare Optimierung (10 Punkte)
a) Sie versuchen das Minimum der folgenden Funktion zu bestimmen

F (x, y) = 2x
2
y

2 + 3x
2

≠ 3x + 2y
3 + y

2 + 3y ≠ 1

Berechnen Sie die Jacobi- und die Hessematrix von F (x, y).

¥5k = (
4×42+6×-3

44×2 -1642+24+3 )T

HF= (
442+6 8y×

8yx 4×2-1124+2)
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b) Rechnen Sie nun mit folgender Jacobi und Hessematrix weiter:

JF (x, y) =
5
3x

2 + 6xy + 6x ≠ y
2

≠ 4
3x

2
≠ 2xy + 3

6T

HF (x, y) =
5
6x + 6y + 6 6x ≠ 2y

6x ≠ 2y ≠2x

6

Führen Sie einen Schritt des Gradientenverfahrens mit Startwert
5
1
2

6
und Schrittweite t = 0.5 durch.
→

Xo

✗
,
= ✗ o OF Cxo) = (f) • E. (3+12+6

- a -

a)3 - 4 +3

=L:) - til :) -1%1--1
a
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c) Rechnen Sie nun mit folgender Jacobi und Hessematrix weiter:

JF (x, y) =
5
6xy + 8x ≠ y

2
≠ 4

3x
2

≠ 2xy + 4

6T

HF (x, y) =
5

6y + 8 6x ≠ 2y

6x ≠ 2y ≠2x

6

Außerdem ist gegeben

JF (1, 3) =
5
13
1

6

Führen Sie einen Schritt des Newton-Verfahrens durch. Wählen Sie als Startwert
5
1
3

6
. Hinweis: Gesucht

ist das Minimum von F , nicht die Nullstellen.

T

X
,
= Xo - (Rf ( 1,3) )

-

t.jp ( 1,3 )T =

= (j ) - (2*260)
"

. (7) =0 -2

= (b) - (
"
26
°

0 - E) ( ?) =

= (
I - 1%6

3 + K ) = ( %)
,
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Aufgabe 8 — Optimierung mit Nebenbedingungen (7 Punkte)
Im Folgenden beschäftigen wir uns mit der Lösung von Optimerungsproblemen mit Nebenbedingungen unter
Verwendung des Verfahrens der Lagrange-Multiplikatoren. Die Funktion f(x, y) = x2 + y2 soll unter der
Nebenbedingung g(x, y) = (x ≠ 1)2 + y2

≠ 1 = 0 maximiert werden.

a) Bestimmen Sie grad(f)(x, y) und grad(g)(x, y).

Of Girl = ( Yy )

0g (✗ in = (
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b) Stellen Sie unter Verwendung von Lagrange-Multiplikatoren das Gleichungssystem für die drei Unbe-
kannten x, y und dem Lagrange-Multiplikator ⁄ auf.

Tfa,y)= > Pgcxiu) ][
gcx ,y)= 0

2x = 721×-11=22×-26

24 = ✗ -24 = 2×4

y

1×-17+42-1 = 0
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FRAGE 7 Schñttweite ist 1
.

Newton - Verfahren : Schrittweite Suchñchtung hat Inverses
→ LGS bei n > 3

.

FRAGE 8

Newton-Verfahren ← ND - Newton

Min Nullsteller

f :/Rn→ IR ⇒ Newton -Vef . for Min
.

: ✗it ,
= Xi - flgtxi )

- '

Pflxil

g
: Rn→ Rn ⇒ HD - Newton for Nullstehe : Xiu = Xi - fgExi)

- '

Pglxi)

FRAGE 9

G-enaue Differentiating de Marian

Pf ← Gradient ~> quasi Jacobi -Matrix fu-r-f.IR
"

→ R

t

ff ← Jacobi - Matrix for f. Rh - R&r µ> 1
( erste Abl . )

flf ← Hesse - Matrix for f : R
"
→ 1¥ .

( Incite Abl
. )
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ITERATIVE VERFAHREN

FRAGE 10 Alles Sind iler . Verf . zum

G-auf -Seidel , SOR , jacobi loser von LGS :

Jacobi : ( Ge Vj = - D-
'

(tr) 11
run

JAMTSCHRITT )
Hierbei wird erst nach einem gesam# Schnitt unit den

Neuen Westen weitergeoechnet

Xi
"
= ¥ ( bi -¥aij×00×

"

←
noch atte Werle

jti

Gaufsseidelm : ( EINZELSCHRITT ) Vas = - ( (+D)
- l

-R 11

Hierbei wird s¥t wit den newer Werth Weitugerechnet
n

×:
"

= ¥ ( bi - Éai; '
- ¥;+ ,

aiix:)g- =L

neue Werle

S0R:~ ( suktessive ñber relaxation) bore - ( ID -14
- '

( Dtr)÷"liber - /Untvschiepe den eig . tie /wert von GS :

n

XT
' '
= ( i - w ) ✗ Y * ¥;( bi - aijxmj

"
- =¥,+ ,

aij ✗F)
xm
* w.si

a-aup- Seidel¥×÷s
¥w > A
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Aufgabe 6 — Numerik in der Praxis (9 Punkte)
Ziel dieser Aufgabe ist es, die Auslenkung einer Brücke zu bestimmen. Der Einfachheit halber modellieren
Sie Ihre Brücke durch nur 5 diskrete x-Koordinaten x0, . . . , x4.

a) Gleichungssystem Aufstellen Aus einem alten Buch über Brückenbau entnehmen Sie folgende Formel
für die Koordinaten der inneren Punkte ihrer Brücke.

fi ≠ 3xi + 2xi+1 + xi≠1 = 0, i œ {1, 2, 3}

Aus Ihren Messungen kennen Sie die Randwerte x0 = x4 = 4, sowie die zu erwartende Belastung der Brücke
f1 = ≠1, f2 = ≠4, f3 = ≠3. Stellen Sie nun das zugehörige Gleichungssystem auf:

S

WWWWU

T

XXXXV

S

WWWWU

x1

x2

x3

T

XXXXV
=

S

WWWWU

T

XXXXV

b) Konvergenz Sie beschließen zur Lösung eines ähnlichen Problems den SOR Algorithmus zu verwenden.
Für welche Werte von Ê ist die Konvergenz des SOR-Verfahrens garantiert, wenn A eine positiv definite
Matrix ist?

OH WE (0/2) .
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c) Gleichungssystem Lösen Sie wollen nun den SOR Algorithmus auf folgendes Gleichungssystem an-
wenden:

S

U
2 ≠ 1 0

≠ 1 2 ≠ 1
0 ≠ 1 2

T

V

S

U
x1
x2
x3

T

V =

S

U
3

6.5
≠9

T

V

Führen Sie die erste Iteration des SOR Verfahrens mit dem Startwert x0 = [x1, x2, x3]T = [1, 1, 1]T und
Ê = 1.5 durch. Verwenden Sie als Relaxationsreihenfolge x1 æ x2 æ x3. Geben Sie den resultierenden
Vektor x1 an.

W = % ai i = 2

÷
.

.

= %
✗
°
= (f)

n

✗÷ = a - w ) × :*! bi - I
✗ I = - K . 1 + -23.2 (s A⑥ - C- 1) . a - 0 . 1)
= 3 - tz = 2kg

✗

'

z
= - 1g . I + f- 2 's - C- 1) . 1)=÷_÷É÷gy

xtg = - K . I + f- ( - g - ① . 242 - C- 17 - 7)
= - by - 1g = -2

⇒ * 1¥ )
,
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QR - ZERLEGUNG

Stud on - Blatt 2
,
As - Rotationsmatrix I

A- = ( 9 l

s
7) ,

S Doehuuj ,
sd .

5. A=(F :)

→ Givens -Rotations :

• = :# = :#

s = -s9;¥3_ =
- Ergo

⇒ s= ( : :) = (
"roo "%)
- 3kg0 Strgo

sa -4%1%16%1=4*10 Is

A
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WERn

WSl5H6,Aufgab) Hw = In - 2. Y¥É_
w = I

- 11×112 . e
, r

p

spattervektor von A

-4 4 -2 2
* I:÷÷:)
~D W = (Tg) - (4 + 16+16)

"

"
. (

__•
= f-¥1
,
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64

PCA - WSIS / 16 - Aufg .

105) 28

To

B=( 4
-3

-3 4)
⇒
4-2=1--3

: BCB) = ¢e+(a→
→

⇒
4-5=9

-3 a-g) = (4- a)
2
- g

= 16-9482+22-9 = 22-82+7

Nst
.

: d
, ,z= 8±%'"7~- = 4 I 3

→ ✗
,
= 7

,
22=1

EI (
-3 -3

→ → µ :/ → (
→ → o

o o / o )
E) ⇒ (1)¥

1:31 :) -1 : :| :)⇒( :)
E. =L :) _*

→ a 7) aitrzl :)
,

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

https://www.studydrive.net/de?utm_source=Document&utm_medium=Watermark&utm_campaign=Watermark_DE
http://www.tcpdf.org

