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DisCLAIMER: Dieser Losungsvorschlag ist inoffiziell und wurde von mir im Rahmen meiner Arbeit als
Tutor im Wintersemester 2019 /20 erstellt. Er erhebt keinen Anspruch auf Korrektheit. Die vorgestellten
Losungswege sind nur beispielhaft; es gibt hdufig mehrere Mdoglichkeiten, eine Aufgabe korrekt zu 16sen.
Fiir Anmerkungen, Fragen und Verbesserungsvorschlége bin ich natiirlich offen.

[ In Boxen geschriebener Text ist nicht Teil der Losung, sondern liefert zusétzliche Erklarungen.

A1l (Vollstandige Induktion)

a) Zeigen Sie per Vollstandiger Induktion:
Fiir alle n € N gilt

- n(n+1)(n+2)
;kkﬂ 3 .

b) Zeigen Sie per Vollstéandiger Induktion:
Fiir alle n € N ist 9" + 7 durch 4 teilbar.

Losungsvorschlag a)

Induktionsanfang (n = 1):

1
D k(k+1)=1(1+1) =2
1

k=
1(1+1)(1+2) _1-2-3
3 3

6
=-=2 v
3

Im Induktionsanfang einfach den kleinstmoglichen Wert fiir n (hier n = 1) in die zu zeigende
Aussage einsetzen und diese durch Ausrechnen verifizieren.

Induktionvoraussetzung: Sein € Nmit Y ,_, k(k+1) = w

Die Induktionsvoraussetzung besteht darin, ein Element n € N anzunehmen, fiir das die zu
zeigende Aussage bereits gilt. Dass so sein Element existiert wissen wir dank dem Induktions-
anfang.

Induktionsschritt (n — n +1):  Zu zeigen: Y701 k(k +1) = w

n+1
Z (k+1) [Zk
k=1

(v) n(n + 1)(n +2)
3

+(n+1)(n+2)

+(n+1)(n+2)
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nn+1)(n+2) 3(n+1)(n+2)
3 + 3
m+3)(n+1)(n+2) (n+1)(n+2)(n+3)

3 3

Im Induktionsschritt ist es immer eine gute Idee, sich klarzumachen, was man iiberhaupt zeigen
mochte. In den meisten Féllen nimmt man dafiir die zu beweisende Aussage her und ersetzt in
ihr jedes Vorkommen von n durch n + 1.

Um eine Gleichheit zweier Terme zu zeigen, beginnt man mit einem Term und formt ihn um,
sodass die Induktionsvoraussetzung eingesetzt werden kann. Arbeitet man mit einer Summen-
formel, so ist es meist am sinnvollsten, mit dem Summenterm (hier Zzg k(k+1)) zu beginnen
und das n + 1te Glied abzuspalten.

Nach dem Ersetzen des Summenterms mit der Induktionsvoraussetzung muss nur noch der
Ergebnisterm in die andere Seite der zu zeigenden Gleichheit umgeformt werden. Das Ziel ist
hier w Wir erreichen es, indem wir den zweiten Summanden mit 3 erweitern und
(n+ 1)(n + 2) ausklammern.

Losungsvorschlag b)

Induktionsanfang (n =1): 9'+7 =9+ 7 = 16 ist durch 4 teilbar. v’
Induktionsvoraussetzung: Sei n € N, sodass 9" + 7 durch 4 teilbar ist.

Induktionsschritt (n — n +1): Zu zeigen: 9" ist durch 4 teilbar.
9t 47 =9.9" 4+ 7=8+1)-9"+7=8-9"+9"+7
= (8-9") 4+ (9" +7)
—— ~——
Ist durch 4 teilbar  Ist nach IV durch 4 teilbar

Insgesamt ist also (8- 9%) + (9" + 7) durch 4 teilbar. Da 9" 4+ 7 = (8- 9%) + (9" + 7), ist also auch
97+1 + 7 durch 4 teilbar. O

Warum sich die Teilbarkeit im Induktionsschritt so iibertragen lasst, wird moglicherweise deut-
licher, wenn man die Aussage ,teilbar durch 4 als Gleichung formuliert:

n € N ist durch 4 teilbar < 3k € N, sodassn =4k

Mit dieser Formalisierung lassen sich IV und IS wiefolgt formulieren:
IV: Seine€ Nmit 9" +7=4-k mit k € N.

IS (n = n+1): Zuzeigen: 3h e N: 9" 1 4 7=4.h.

ol L7 =(.)=(8-9")+ (9" +7)

D) (4.2.97) 44k

=4-(2-9"+k)
=4-hmith=2-9"+k

Es geht also darum, die Existenz des Faktors h zu zeigen, sodass 9"t! 47 = 4h ist. h finden wir
durch Einsetzen der IV und Ausklammern der 4.




A2 (Komplexe Zahlen)
Hinweis:

e Bei einigen Teilaufgaben von A2 kann es sinnvoll sein, mit Polarkoordinaten zu rechnen oder sich
die Losung anhand einer Skizze zu iiberlegen.

e Alle Endergebnisse sollen jedoch mitteln Real- und Imagindrteil, ohne Verwendung von Exponential-
und Winkelfunktionen dargestellt werden.

a) Berechnen Sie: '
i

=555 z=0 — )10

(i) 2
b) Berechnen Sie alle Losungen = € C der Gleichung

(22 —i)? = —1.

c) Berechnen Sie unter Verwendung des Ansatzes z = a+bi, a,b € R, die Losung(en) der Gleichung

22+ |2 = 2+ 3Re(z) +i(Im(2))? — 2.

Losungsvorschlag a)

(i)
: (25 2%+5 5 2
= p@-%) 245 _5 2,

T 245i (2+5i)(2—5i) 4+25 29 ' 29

Um die Zahl z getrennt mit Real- und Imaginarteil darstellen zu kénnen, miissen wir natiir-
lich den Imaginéarteil im Nenner loswerden. Dies gelingt durch Erweitern mit der konjugiert
komplexen Zahl des Nenners und anschliefendem ausmultiplizieren: (a + bi)(a — bi) = a® + b?.

(i)
z=(1-4)"

Ansatz 1: Polarkoordinaten

e Betrag: [1 —i| = /12 + (=1)2 = /2

o Argument: arg(l —4) = —7 (siche Skizze)

Im(z)
L Re(2)
_ |
— v —

Dann ist
2l = 1 — 10 = (y2)10 = 91/2y10 _ 910/2 _ 95 _ 39
2] = |



und

arg(z) =10 arg(l — i) = ——— = ——

und somit

z=232- _cos(—527r) —i—z'sin(—527r)]
[ 5 5

=32 cos(?ﬂ) - isin(;)]
T LT

=32 _cos(g) — zsm(g)}

=32-[0—14 =0—32i

Die Sinus- und Kosinusterme vereinfachen wir anhand der Symmetrien und Periodizitdat der
beiden Funkionen:

e Der Kosinus ist achsensymmetrisch zur y-Achse, es gilt cos(—z) = cos(z)
e Der Sinus ist drehsymmetrisch zum Ursprung, es gilt sin(—z) = — sin(x)

e Beide Funktionen sind periodisch modulo 27, es gilt sin(z + 27) = sin(z), cos(x + 27) =
cos(x).

/ — sin(a)

be Br | —cos(a)

SIE]

/271' — -
2

Dem Losungsweg liegt die folgende Geometrische Intuition zu Grunde: In der Multiplikation
beschreibt 1 — i eine Streckung um den Faktor v/2 und eine Drehung um —7 also eine Achtel
Kreisdrehung im Uhrzeigersinn. (1 — 7)1 beschreibt damit die zehnfache Anwendung dieser
Transformation: Eine Streckung um (v/2)!° = 32, und das Zehnfache der Drehung. Das sind
dann % =1+ i volle Kreisdrehungen im Uhrzeigersinn. Die volle Drehung kann man natiirlich
weglassen.

14

Ansatz 2: Ausmultiplizieren

1= =((1-)H =(1-1-2)°=(-2i)° = (-2)°-i° = —32i

Loésungsvorschlag b)

(z2—i)2:—1
22— =i
2 =diti= .—Z—i.-’b = .
1+ =21



Eine Losung ist also z; = 0. Lose 22 = 2i mittels komplexem Wurzelziehen:
2i =2,  arg(2i) = g
(2i) + 2k 2k
wk:\/\Qi\.[cos<arg D+ 7r>+ (arg )2+ F)}, k=0,1
_ /9

wo = \/5 COs N + % sin

=2 on (§) sn (§ )]

= cos { isin { o

\/“ \/>
=Vv2 - |— — | =141
5 +1 5 +1
[ 2+2 2+2
w] = V2 |cos <7T/2+7T) + i sin <7T/2+7T)]

=2 :cos 5£ + 7sin 5—7T
B I 4 4

_ /. —ff] .
2 2 E—

Die drei Losungen der Gleichung sind also 0, 1 4+ ¢ und —1 — 4.

e

Die allgemeine Losungsformel fiir die n Losungen einer Gleichung 2" = y ist

2k 2k
wi = /Tyl - [Cos(arg(y)JHr>+isin(arg(y)+7r>}, k=0,1,....n—1.
mn

n

Geometrisch betrachtet sind das die komplexen Zahlen wy, die den Betrag ’{/@ haben und fiir
deren Argument n - arg(wy) mod 2w = arg(y) gilt; die man also nach der Skalierung noch n
mal um ihr eigenes Argument drehen muss, damit sie y ergeben. Diese Losungen unterteilen die
komplexe Ebene stets in n gleich grofse Teile:

1+

—1—

Es ist auferdem immer arg(wo) = = -arg(y). Mithilfe dieser Tatsachen kann man sich die Lésung

auch allein anhand obiger Skizze {iberlegen.




Losungsvorschlag c)

Ausrechnen und Einsetzen der einzelnen Terme mit dem Ansatz z = a + bi:

2
2?2 = (a+bi)? = a® — b* + 2abi 2|2 = <\/a2+b2) = a® + b*
zZ=a—"bi
Re(z) = a Im(z) =b

Eingesetzt in die gegebene Gleichung:
22 4 |2 = 2+ 3Re(z) + i(Im(2))? — 2
a? — b* + 2abi + a® + b* = a — bi + 3a + b* — 2
2a% + 2abi = 4a — 2 + i(b* — b)
Aufteilen in Real- und Imaginérteil:

(Re) 2a®> = 4a-—2
(Im) 2ab = b>—b

Losen des Gleichungssystems:

& 2% —4a+2=0
& a®—2a+1=0
& (a—1)7%=0

= a=1

a =1 in (Im) einsetzen:

(Im) < 26=0"—0

Fall 1: b =0:
2.0=0°-0 < 0=0

= Eine Losung ist 21 =1+ 0i

Fall 2: b # 0:
W=0V-bh & 2=b—-1 < b=3

= Zweite Losung ist z0 = 14 37

Gegeben ist eine komplexe Gleichung von einer Variablen z. Durch das Einsetzen von z = a+ bi,
a,b € R machen wir daraus eine Gleichung von zwei Variablen a und b, welche, anders als
z, keine komplexen Zahlen mehr sind, sondern reelle Zahlen. Nachdem wir die Gleichung ein
wenig vereinfacht haben, koénnen wir sie in Real- und Imaginéarteil aufspalten. So erhalten wir
ein (nichtlineares!) Gleichungssystem von 2 Gleichungen und 2 Variablen, welches wir durch
Einsetzen 16sen:

e Das Auflosen des Realteils lduft auf die Suche der Nullstellen einer quadratischen Gleichung
hinaus. Diese finden wir durch die umgekehrte Anwendung der binomischen Formel (a —
1)?2 = a? — 2a + 1. Alternativ kann man natiirlich auch die Mitternachtsformel nutzen.

e Nach dem Einsetzen aller Losungen fiir @ (hier haben wir nur eine) in die Gleichung des
Imaginéarteils bietet es sich an, b aus der Gleichung zu kiirzen. Da b = 0 sein kénnte und
wir natiirlich nicht durch 0 teilen diirfen, miissen wir diesen Fall seperat behandeln. Wir
erkennen: b = 0 erfiillt die Gleichung, und im Falle b # 0 finden wir als einzige Losung
b=3

Zur Probe kann man nun noch alle gefundenen Lésungen in die urspriingliche Gleichung einsetzen
und ausrechnen.




A3 (Bild und Kern einer linearen Abbildung)

Es sei {€1,é,¢€3,€,} die Standard-Basis des R*, und es sei die Lineare Abbildung

f:R* > R?
gegeben durch
1 1 2 6
f(él) =11 ) f(gz) =12 ) f(g3) =14 ) f(€4) = 6
1 3 6 13

a) Berechnen Sie eine Basis von Bild(f) und von Kern(f).

b) Hinweis: In b) reicht die Angabe des Ergebnisses:
(i) Fiir welche a,b € R ist die Gleichung

s

S o= Q
Il

S O O

16sbar?
Anmerkung: Die Losugen(en) der Gleichung sind nicht gefragt.
(i) Wiir welche(s) ¢ € R ist (1,2,¢)T € Bild(f)?

Losungsvorschlag a)

Aufstellen der Darstellungsmatrix von f:

1 1 2 6
A=|f(a) f(&) f(e) flea)]=(1 2 4 6
1 3 6 13
Und Lésen des homogenen linearen Gleichungssystems A% = 0:
1 1 2 6 -1 1 1 2 6 1 1 2 6
124 6|25 (o120 250120
1 3 6 13 0 2 47 0 007

Bild: Stufen in Spalten 1, 2 und 4 = Diese Spalten von A bilden eine Basis des Bildes:

1 1 6
Bpgilg = 11,12, 6
1 3 13
Kern:
Tvs=0 = x4=0
x3 := X frei wahlbar
To+2x3=0 = x9=—2x3=-2\
T1+ 29 +203—6x4 =0 = 21 =-—29—203—6x4=22—22—-0=0
0 0
. —2A . .. -2
Der Kern ist also Kern(f) = \ ,AE€R 3, eine Basis ist Brern = 1
0 0



Mit der Darstellungsmatrix A lésst sich f berechnen als f(#) = AZ. Der Kern der linearen
Abbildung f ist die Menge der Vektoren #, die in f den Nullvektor ergeben; die also AZ = 0
erfiillen. Das Bild von f ist die Menge der Vektoren g, die in der Funktion f als Ergbenis
herauskommen konnen; die sich also darstellen lassen als AZ = 3. Das Bild beinhaltet also alle
Linearkombinationen der Spalten von A, es ist

1 1 2 6
Bild(f) = span 11,12),14])],]16
1 3 6 13

Gesucht ist allerdings eine Basis des Bildes; also eine Menge linear unabhéngiger Vektoren,
die das Bild aufspannen. Es ist Bild(f)C R3, also ist mindestens einer (oder mehr) der obigen
Vektoren von den anderen linear abhangig.

Indem wir das System AZ = 0 mittels Gauf-Verfahren losen, schlagen wir zwei Fliegen mit einer
Klappe: Der Losungsraum liefert uns direkt eine Basis des Kerns, und durch das Gaufs-Verfahren
erkennen wir, welche Spalten in A linear unabhéngig sind (Stufenspalten!). Diese Spalten (in A
vor der Umformung) bilden eine Basis des Bildes.

Lésungsvorschlag b)

(i)

a 0 a a 0
f 4 0] 4 € Kern(f) & 4 =c- 2
b 0 b b 1
0 0 0 0

Die Gleichung ist 16sbar fiir a = 0 und b = —2.

Dass (a,4,b,0)" in f den Nullvektor ergibt, ist gleichbedeutend damit, dass der Vektor im Kern
von f liegt. Wir kennen nach Teilaufgabe a) eine Basis des Kerns; ist (a,4,b,0)T € Kern(f),
so muss er sich als Linearkombination dieser Basis darstellen lassen. Da die Basis nur aus dem
Vektor (0,2, —1,0)7 besteht, muss (a,4,b,0)7 ein Vielfaches von diesem Basisvektor sein. Die
Frage ist nun, fiir welche ¢ und b das gelten kann. Diese lassen sich durch kurzes Uberlegen
finden. Ganz ausfiihrlich wiirden a und b aus diesem Gleichungssystem hervorgehen:

a=0-¢c =a=0
4=-2.-¢c =c=-2
b=1-c=1-—-2=—-2

(i)
Bild(f) = R® = (1,2,¢)T € Bild(f) fiir alle ¢ € R.

Das Bild von f ist dreidimensional (siehe a): Drei Basisvektoren!) und ein Unterraum des R3.
Da jeder n-dimensionale Unterraum eines n-dimensionalen Raumes der Raum selbst ist, ist
Bild(f) = R3. Es ist also jeder Vektor des R? im Bild enthalten.

Tats#chlich kénnte man daher in Teilaufgabe a) auch die Standardbasis des R? als Basis des
Bildes angeben.




A4 (Determinanten)

Es sei

o O
S O N R
S W N
=~ = Ot W
g O O N
S = O O
S O W o
_ o O O

a) Berechnen Sie det(A) (in Abhéingigkeit von a € R) und det(B).

b) (i) Bestimmen Sie die Menge aller a € R, fiir die A invertierbar ist.

(ii) Fiir diese a berechnen Sie det(A~!).

c) Berechnen Sie det(3B).

Losungsvorschlag a)
det(A):

e Entwicklung nach vierter Zeile und anschliefendes Schema von Sarrus:

det

=~ = Ot W

1
4-det | a
0

o N

1
2
3

S O Q =
S O N
O W N =

4-(1-2-3+a-2-0+1-a-0-0:2-1-0-2-1-3-a"a)
4-(6 —3a%) =24 — 124*

e Zeilenumformungen zu oberer Dreiecksform und anschliefend Multiplikation der Hauptdiagonal-

elemente:
1 a 1 3 1 a 1 3
a 2 2 5| 1-al 0 2—a®> 2—a 5—3a
dtly g3 1] = 4o o 3 1
0 0 0 4 0 0 0 4
=1-(2-4d%-3-4=12-(2—d%) =24 — 124*
det(B):
e Tauschen von zweiter und dritter Spalte und anschliefsend Multiplikation der Hauptdiagonalele-
mente:
2 000 2 000
00 30 03 00
detlg 4 0 0f =790 0 4 0
5 0 0 1 5 0 0 1

=—(2-3-4-1)=-24



Es gibt meist viele verschiedene Moglichkeiten, eine Determinante zu berechnen. Es lohnt sich,
zu priifen, ob und wie man eine Determinante geschickt umformen kann:

e Elementare Zeilen- und (anders als beim Gauf-Verfahren) auch Spaltenoperationen sind
erlaubt; man kann also ohne weiteres Vielfache einer Zeile oder Spalte auf eine andere
Zeile oder Spalte aufaddieren.

e Das Tauschen von Zeilen bzw. Spalten ist erlaubt; dabei &ndert sich jedoch (wie bei det(B))
das Vorzeichen der Determinante. Dies héngt damit zusammen, dass das Vorzeichen der
Determinante Information iiber die Orientierung der Spaltenvektoren im Raum beinhaltet;
tauscht man zwei Spalten (oder Zeilen), so andert sich diese Orientierung.

e Nach dem Laplace’schen Entwicklungssatz ist die Determinante einer oberen (oder un-
teren) Dreiecksmatrix (und damit auch einer Diagonalmatrix) einfach das Produkt der
Hauptdiagonalelemente. Kann man die Determinante ohne grofsen Aufwand mit obigen
Umformungen auf Dreiecksform zu bringen, dann lésst sie sich so besonders leicht aus-
rechnen.

Losungsvorschlag b)
(i)
A invertierbar < det(A) # 0
= 24-12a°> #0
sadl 426 a#+V2

= A ist invertierbar fiir a € R\ {—\/i, \/§}

(i)
1 1 1

T det(4) 24— 1242 12(2— a?)

det(A™1)

Die Determinante beschreibt bekanntlich das Volumen des Spats, welcher durch die Spaltenvek-
toren der Matrix aufgespannt wird. Gleichzeitig beschreibt die Determinante auch die Volumen-
dnderung, die die Anwendung der Matrix verursacht: Hat der von vier Vektoren &', Zo, X3, Z4
aufgespannte Spat das Volumen V', so hat der von A%y, AZs, AZ¥3, AT, aufgespannte Spat das
Volumen det(A) - V. Die inverse Matrix A~! kehrt den Effekt von A um, macht also auch die

Volumeninderung riickgingig: Daher ist es intuitiv, dass det(A~1) = ﬁ(f\) ist.

Losungsvorschlag c)

1 1\* —24 3
det <2 ) <2> det(B) 16 5

10



Um Faktoren aus einer Determinante herauszuziehen, muss man sie aus jeder Zeile (oder Spalte)
der Determinante einzeln herausziehen. Der Faktor % ist also implizit auf alle 4 Spalten der

Matrix verteilt:
2/2 0 0 0

1 B 0 0 3/2 0
det <2B> = det 0 4/2 0 0

5/2 0 0 1/2

Wieso das Herausziehen aus jeder Spalte (bzw. Zeile) einzeln nétig ist, wird deutlich, wenn man
die Determinante als Spatvolumen betrachtet. Beispielhaft im R?:

v (7)

b= (

N[
<y
|
<y
N—

) det(M)

L 4

0

Wie man sieht hat der von nur halb so langen Spaltenvektoren aufgespannte Spat nur noch
ein Viertel des Volumens. Im R? miisste man den Faktor % aus zwei Spalten herausziehen;
daher ist hier det(3M) = fdet(M). Allgemein: Ist M eine (n x n)-Matrix und « € R, dann ist

det(a- M) = o™ - det(M).

11




A5 (Eigenwerte, Eigenrdume)

Es sei

o

I
NN )
O W O
[ N —

a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von A.

Hinweis/Kontrollmoglichkeit: Alle Eigenwerte sind reell.

b) Bestimmen Sie alle Eigenrdume von A.
c¢) Ist A invertierbar? (Begriindung?)
d) Ist A diagonalisierbar? (Begriindung?)

Falls ja: Geben Sie eine Diagonalmatrix L an, zu der A dhnlich ist.

Lésungsvorschlag a)

pA(A) =det(A—AE)=det| 4 3-X 2

=2-MNB-N2-MN1-A)-2-3-21)
=@B-N[2-MN1-X) -2
=B-N2-3\+X\-2)
=B3-MN(A\2=3)

=B =N(=N(=A+3)

=-A3-))?

= Eigenwerte \g =0, Ay =3

Gesucht sind jene A € R (und spiter die Vektoren # € R?), fiir die gilt:

AT = \&
& (A-AE)T =

Z = 0 ist offensichtlich immer eine Losung dieser Gleichung. Uns interessieren allerdings die
nichttrivialen Losungen und die Werte fiir A, fiir die weitere Losungen aufier dem Nullvektor
iiberhaupt existieren - das sind die Eigenwerte. Damit das obige System weitere Losungen hat,
muss die Systemmatrix A — AE singulér sein; es muss also det(A — AE) = 0 gelten. Wir stellen
die Determinante in Abhéngigkeit von A auf. Dies ergibt immer ein Polynom, dessen Nullstellen
die gesuchten Eigenwerte sind.

Lésungsvorschlag b)

AL =0:

Eig(0) = ker(A — OF) = ker(A) = ker

N =~ DN
o W o
— N

12



Lose LGS AZ = 0:

2 0 1\ m21 (2 0 1 201 +23=0— 21 = — 313
43 2] 2510 3 0 Bza=0-a2=0
2 01 0 0 O — x3 frei wahlbar
-1
Setze x3 = 2; dann ist Eig(0) = span 0
2
Aoy = 3:
-1 0 1
Eig(3) = ker(A—3E) =ker [ 4 0 2
2 0 =2
Lise LGS (A — 3E)Z = 0:
-1 0 1 11+4-1 -1 0 1 -1 0 1 —x1+23=0—21=23=0
400 2 |22 o 06|20 0 0| —  frei wihlbar
2 0 -2 0 0 O 0 0 6 6rx3=0—>23=0
0
Setze xo = 1; dann ist Eig(3) = span 1
0

Nachdem wir die Eigenwerte A gefunden haben, fiir die das System (A — \E)Z = 0 nichttrivial
l6sbar ist, interessieren wir uns nun fiir die Vektoren &, welche das System losen; fiir die also
AZ = A7 gilt. Dies sind die zu einem Eigenwert A gehorenden Eigenvektoren, und es gibt immer
unendlich viele von ihnen. Tatséchlich bilden alle Eigenvektoren eines Eigenwerts gemeinsam
einen Unterraum des R™. Diese Unterrdume bestimmen wir als Losungsrdume des homogenen
LGS (A — AE)Z = 0 fiir alle zuvor gefundenen Eigenwerte mittels dem Gauf-Verfahren.

Losungsvorschlag c)

A ist nicht invertierbar, da einer ihrer Eigenwerte gleich Null und damit auch ihre Determinante gleich
Null ist.

Die Determinante einer quadratischen Matrix ist immer auch gegeben als das Produkt ihrer
Eigenwerte (mit algebraischen Vielfachheiten):

det(A) =X -A3=0-3>=0

Ist det(A) = 0, so ist A bekanntlich nicht invertierbar. Es gibt noch eine Reihe weiterer kurzer
Erklarungen fiir diese Antwort:

e Der Kern von A (den wir als Eig(0) berechnet haben) ist nicht leer

e A hat linear abhéngige Spalten (Spalten 1 und 3 sind Vielfache voneinander)

Lésungsvorschlag d)

A ist nicht diagonalisierbar, da sie nur zwei linear unabhéngige Eigenvektoren hat und somit keine
Basis der R? aus ihren Eigenvektoren gebildet werden kann.
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Wire A diagonalisierbar, dann giibe es eine Darstellung A = X LX ~! mit (nach einem Satz der
Vorlesung):

A1 0
L= Diagonalmatrix der Eigenwerte und
0 An
X=|un ... U, Matrix der zugehorigen Eigenvektoren,

wobei die n Eigenvektoren linear unabhéngig sein miissen (da X invertierbar). Die Spalten von
X (die Eigenvektoren) bilden also eine Basis des R".

Um A zu diagonalisieren, brauchen wir also (hier) 3 linear unabhéngige Eigenvektoren. In Summe
sind die in b) gefundenen Eigenrdume allerdings nur zweidimensional; die dritte Dimension fehlt.
Alternative Erklarungen wéren:

e Die Summe der geometrischen Vielfachheiten der Eigenwerte ist # 3

e Es gibt Eigenwerte (A = 3), deren geometrische Vielfachheit echt kleiner der algebraischen
Vielfachheit ist (geomVfht(Ag) =1 < 2 = algVtht(\2)).
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